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１                             解答解説のページへ 
log を自然対数, e をその底とする。次の問いに答えよ。 

(1) 0x ≧ のとき, 
2 2 3

log(1 )2 2 3
x x xx x x   ≦ ≦ が成り立つことを示せ。 

(2) 0t≧ とする。次の極限を t を用いて表せ。   
2

lim 1
nnt

n
te n




  

(3) (2)で求めた極限を ( )tf とおく。このとき, 
100 5000

0
( ) 50

et dt  f が成り立つこと

を示せ。 
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２                             解答解説のページへ 
n を 2 以上の整数とする。1 から 6 までの目のある 1 個のさいころを n 回続けて投

げるとき, n 回目で初めて直前の回と同じ目が出る確率を nP で表す。次の問いに答え

よ。 
(1) nP を n を用いて表せ。 

(2) 
2

n
n k

k
S P


  を n を用いて表せ。 

(3) 1
2nS ≧ となる最小の n を求めよ。 

(4) 
2

n
n k

k
E kP


  を n を用いて表せ。 
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３                             解答解説のページへ 
p, q を自然数とする。次の問いに答えよ。 

(1) 7p  , 11q  のとき, 等式 1px qy  を満たす整数 x, y の組を 1 つ求めよ。 
(2) 6p  , 9q  のとき, 等式 1px qy  を満たす整数 x, y の組は存在しないこと

を示せ。 
(3) i を虚数単位とする。自然数 n に対して, 集合 nX を 

  2 2cos sin
k

nX i kn n
π π  は整数  

と定める。また, 等式 1px qy  を満たす整数 x, y の組が存在すると仮定する。こ

のとき, 集合 pqX に属するすべての数は, pX に属する数と qX に属する数の積で表

されることを示せ。 
(4) 集合 nX は(3)で定めたものとする。複素数 2 2cos sinipq pq

π π が pX に属する数と

qX に属する数の積で表されるとき, p と q は互いに素であることを示せ。 
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４                             解答解説のページへ 
実数 t に対して,  

( ) 2cos cos2t t t f , ( ) 2sin sin2t t t g  
とおく。t を媒介変数として ( )x t f , ( )y t g で表され

る xy 平面上の曲線のうち , 20 3t π  , 2 4
3 3tπ π  , 

4 23 tπ π  の部分をそれぞれ 0C , 1C , 2C とする。また, 

20 3α π  を満たす定数α に対して, 点 ( ( ), ( ) )α αf g に

おける 0C の接線をLα とする。次の問いに答えよ。 
(1) 次の等式を示せ。 

   ( )sin ( )cos 2sin sin 22 2 2 2t t t tα α α α    f g  

(2) 次の等式を示せ。 

   2
( ( ) ( ) )sin ( ( ) ( ) )cos 4 sin sin2 2 2 2

tt t tα α α αα α     f f g g  

(3) 接線Lα の傾きを tanθ と表す。ただし 2 2
π πθ   とする。このとき, θ をα を

用いて表せ。 
(4) Lα と 1C の交点を 1P とし, Lα と 2C の交点を 2P とするとき, 線分 1 2P P の長さはα

によらず一定であることを示せ。 
 

( ( ), ( ) )α αf g

0C

1C
2C Lα

1P

2P x O 

y 

0 1 2, ,C C C の概形
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１                              問題のページへ 

(1) 0x ≧ において, 
2

( ) log(1 ) 2
xx x x   g とおくと,  

1( ) 11x xx
   


g

21 ( 1 )
1

x
x

  




2
01

x
x


≧  

すると, 0x ≧ で ( ) (0 ) 0x ≧g g となり, 
2

log(1 ) 2
xx x ≧ ………① 

また, 
2 3

( ) log(1 )2 3
x xh x x x     とおくと,  

2 1( ) 1 1h x x x x
    



2 2 3(1 ) ( ) 1
1

x x x
x

   




3
01

x
x


≧  

すると, 0x ≧ で ( ) (0 ) 0h x h ≧ となり, 
2 3

log(1 ) 2 3
x xx x  ≦ ………② 

①②より, 0x ≧ のとき, 
2 2 3

log(1 )2 2 3
x x xx x x   ≦ ≦ ……③が成り立つ。 

(2) 0t≧ において,  
2

( ) 1
nnt tP n e n


  とおくと,  

 
2

log ( ) log 1
nnt tP n e n


   2 log 1 tnt n n   ………④ 

0t
n ≧ なので, ③から,  

2 2 3

2 2 3
1 1 1log 12 2 3

t t t t t t
n n nn n n
      ≦ ≦ となり,  

 
32 2 21 1 1log 12 3 2

t tnt t n nt tn n       ≦ ≦  

④から, 
32 21 1 1log ( )2 3 2

tt P n tn  ≦ ≦ となり, n のとき
31 03

t
n  なので,  

21lim log ( ) 2n
P n t


  

対数関数は定義域で連続なので,  
22 1

2lim ( ) lim 1
tnnt

n n
tP n e en



 
   である。 

(3) (2)から
21

2( )
t

t ef となり, 0 100t≦ ≦ において,  
21 150 (100 ) 02 2t t t t   ≧  

これより 21 502 t t≦ となり, 
21

502t te e≦ から,  
21100 100 100

502
0 0 0

( )
t tt dt e dt e dt  ≦f  

     
10050
0

1
50

te    
50001 ( 1)50 e 

5000

50
e  

 
［解 説］ 

微積分の総合問題です。(1)と(2)は頻出タイプですが, (3)は誘導がないために難度が

高くなっています。解答例では，右上の図から被積分関数の評価式を作っています。 

100 

5000 

t O 

y 

21
2

y t

50y t
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２                              問題のページへ 
(1) さいころを n 回投げるとき, n 回目で初めて直前の回と同じ目が出るのは, 1 回目

は任意の目, k 回目 (2 1)k n≦ ≦ は 1k 回目と異なる目, n 回目は 1n 回目と同

じ目が出る場合より, その確率 nP は, 3n≧ で,  

  25 5 5 51 11 6 6 6 6 6 6
n

nP


        

なお, この式は 2n  のときも成立している。 

(2) 
2

n
n k

k
S P


    2

2

51
6 6

n k

k




 

  151 61
6 51 6

n


 


  151 6
n

   

(3) 1
2nS ≧ のとき,   15 11 6 2

n
 ≧ より  15 1

6 2
n

≦ となり,  

  161 12 5
n

≧ , 
1

1
6 1

2 5
n

n




≧ ………(＊) 

すると, n の増加にともなって,   161
2 5

n
は単調に増加す

るので, 右表から, 5n≧ のとき(＊)を満たす。 

よって, 1
2nS ≧ となる最小の n は 5 である。 

(4) 
2

n
n k

k
E kP


    2

2

51
6 6

n k

k
k




     2 25 5 51 1 1 12 1 3 46 6 6 6 6 6 6

n
n


            

すると, 3n≧ で,  

     2 2 15 5 5 5 51 1 1 1 12 16 6 6 6 6 6 6 6 6 6
n n

n nE E n
 

           

     2 2 15 5 5 52 1 6 6 6 6
n n

nE n
 

      

 
 

2
1

515 6 52 6 5 61 6

n
n

n




   


 

      2 15 52 5 1 6 6
n n

n
 

      157 ( 6) 6
n

n


    

なお, この式は 2n  のときも成立している。 
 
［解 説］ 

確率を題材とした数列の和に関する基本題です。 

n  16n  12 5n  

2 6 10 
3 36 50 
4 216 250 
5 1296 1250 
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３                              問題のページへ 
(1) 7 11 1x y  を満たす 1 組の整数 ( , )x y は, ( , ) ( 3, 2)x y   である。 
(2) 6 9 1x y  は3(2 3 ) 1x y  と変形すると, x, y が整数のとき, 左辺は 3 の倍数, 

右辺は 3 の倍数でないので, 満たす ( , )x y の組は存在しない。 
(3) 自然数 p, q に対し, 1px qy  を満たす整数を 0 0( , ) ( , )x y x y とおくと,  

0 0 1px qy  , 00 1yx
q p pq  ………① 

このとき, k を整数とすると, ①から,  

 2 2cos sin
k

ipq pq
π π     0 00 0cos2 sin2

ky yx xiq p q pπ π     

           0 0 0 0
2 2 2 2cos sin cos sin

k
x i x y i yq q p p

π π π π    

            0 0 0 0
2 2 2 2cos sin cos sin

k k
y i y x i xp p q q

π π π π    

            0 02 2 2 2cos sin cos sin
ky kx

i ip p q q
π π π π    

したがって, 集合   2 2cos sin
k

nX i kn n
π π  は整数 とするとき, 集合 pqX に

属するすべての数は, pX に属する数と qX に属する数の積で表される。 

(4) 2 2cos sinipq pq
π π が pX に属する数と qX に属する数の積で表されるとき,  

2 2cos sinipq pq
π π    2 2 2 2cos sin cos sin

l m
i ip p q q

π π π π    ( l, m は整数 ) 

2 2cos sinipq pq
π π    2 2 2 2cos sinl m l mip q p q

π π π π     

これより, j を整数として, 2 2 2 2l m jpq p q
π π π π   となり,  

1 l m jpq p q   , 1ql pm pqj   ………② 

ここで, p と q の最大公約数を g として, p p g , q q g とおくと, ②から,  
2 1q l p m p q j     g g g , ( ) 1q l p m p q j     g g  

これより g は 1 の約数となり 1g である。すなわち p と q は互いに素である。 

 
［解 説］ 

極形式の複素数の集合に不定方程式を絡ませた問題です。後半では, 問題文を理解

する力が問われています。 
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４                              問題のページへ 
(1) ( ) 2cos cos2t t t f , ( ) 2sin sin2t t t g に対して,  

( )sin ( )cos2 2t tα αf g (2cos cos2 )sin (2sin sin2 )cos2 2t t t tα α     

   2 sin cos cos sin sin2 cos cos2 sin2 2 2 2t t t tα α α α     

   2sin sin 22 2t tα α    ………① 

(2) ①より, ( )sin ( )cos2 2
α αα αf g    2sin sin 22 2

α αα α    3sin 2
α となり,  

( ( ) ( ) )sin ( ( ) ( ) )cos2 2t tα αα α  f f g g  

    32sin sin 2 sin2 2 2t tα α α       2 2 22sin 2sin cos2 2 2
t tt αα α     

   2sin 2sin cos( )2 2t t tα α α      2sin {1 cos( ) }2t tα α     

  22sin 2sin2 2
tt α α      2

4 sin sin2 2
t tα α  ………② 

(3) ( )x t f , ( )y t g で 表 さ れ る 曲 線 に つ い て , 
20 3t π  , 2 4

3 3tπ π  , 4 23 tπ π  の部分をそれ

ぞれ 0C , 1C , 2C とすると,  
( )
( )
tdy

dx t





g
f

2cos 2cos2 cos cos2
2sin 2sin2 sin sin2

t t t t
t t t t
  

  
 

ここで, 点 ( ( ), ( ) )α αf g  20 3α π  における 0C

の接線Lα の傾きを tanθ  2 2
π πθ   とおくと,  

tanθ cos cos2
sin sin2

α α
α α



32sin sin2 2
32sin cos2 2

α α

α α
  tan tan2 2

α α    

すると, 2 2
π πθ   , 03 2

π α   より, 2
αθ  である。 

(4) (3)から,  : ( ) tan ( ( ) )2L y xα
αα α  g f となり, ( )x t f , ( )y t g と連

立すると,  ( ) ( ) tan ( ( ) ( ) )2t tαα α  g g f f となり,  

( ( ) ( ) )sin ( ( ) ( ) )cos 02 2t tα αα α   f f g g  

すると, ②より,    2
4 sin sin 02 2

t tα α   となり,  

sin 02
t α   または  sin 02t α  ………③ 

 

( ( ), ( ) )α αf g

0C

1C
2C Lα

1P

2P x O 

y 
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(i)  2 4
3 3tπ π  のとき 20 3α π  から0 2 3

α π  となり,  

20 2 3
t α π  , 52

3 2 3t απ π    

このとき, sin 02
t α  となるので, ③から  sin 02t α  , すなわち 2t α π 

より 2t απ  である。すると, 点 1P の座標は,  

     ,2 2
α απ π f g  2cos cos , 2sin sin2 2

α αα α     

(ii) 4 23 tπ π  のとき 20 3α π  から0 2 3
α π  となり,  

3 2
tπ α π  , 74

3 2 3t απ π    

このとき, sin 02
t α  となるので, ③から  sin 02t α  , すなわち 22t α π 

より 2 2t απ  である。すると, 点 2P の座標は,  

     2 , 22 2
α απ π f g  2cos cos , 2sin sin2 2

α αα α     

(i)(ii)より,      2 22 2 2
1 2P P 4cos 4sin 16 cos sin 162 2 2 2

α α α α       

したがって, 1 2P P 4 となり, 線分 1 2P P の長さはα によらず一定である。 

 
［解 説］ 

パラメータ曲線についての総合問題です。4 つの設問が 1 つのストーリーを描くよ

うに構成されています。ただ, 計算量はかなりありますが。 
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