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１                              解答例のページへ 
次の問いに答えよ。ただし, log は自然対数を表す。 

(1) 0x  で定義された次の関数の最大値を求めよ。 
log( ) xx

x
f  

(2) 次の不定積分をそれぞれ求めよ。 log x dx , 2( log )x dx  

(3) (1)で求めた最大値を a として , 座標平面上の 2 つの曲線 1 :C y a x , 

2 : logC y x を考える。x 軸と 2 つの曲線 1C , 2C によって囲まれた図形を x 軸の

まわりに 1 回転してできる立体の体積 V を求めよ。 
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２                              解答例のページへ 
0a  とし, p を実数とする。座標平面上の 3 点A(0, )a , B( 1, 0 ) , C(1, 0 )を

考える。点Pn , Qn , Rn ( 1, 2, 3, )n   が以下の 2 つの条件を満たすとする。 

(i)  点 1P は直線 AB 上にあり, x 座標が p である。 
(ii) 自然数 n に対し,  

・点Pn から x 軸に下ろした垂線と x 軸との交点がQn である。ただし, 点Pn が x
軸上にあるときは, 点Qn はPn と同じ点であるとする。 

・点Qn から直線 AC に下ろした垂線と直線 AC との交点がRn である。ただし, 
点Qn が直線 AC 上にあるときは, 点Rn はQn と同じ点であるとする。 

・点Rn を通り x 軸と平行な直線と直線 AB との交点が 1Pn である。 
点Pn の x 座標を nx とする。次の問いに答えよ。  

(1) 点 1R の座標を a, p を用いて表せ。  
(2) 命題「点 1P が線分 AB 上にあるならば, 点 1R は線分 AC 上にある」が真である

ような a の値の範囲を求めよ。ただし, 線分は両端を含むものとする。 
(3) nx を a, n, p を用いて表せ。  
(4) 2a  , 0p  であるとき, 不等式 10

1 10n nx x 
   を満たす最小の自然数 n を

求めよ。ただし, 10log 2 0.3010 とする。 
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３                              解答例のページへ 
0 3

πθ  を満たすθ に対し, 座標平面上の原点O(0, 0)を中心とする半径 1 の円

上の 4 点 A(1, 0 ) , B( cos , sin )θ θ , C( cos2 , sin2 )θ θ , D( cos3 , sin3 )θ θ を考え, 
OAD△ の面積を ( )S θ , △ABC の面積を ( )T θ , △ABD の面積を ( )U θ とする。次の

問いに答えよ。 

(1) 
0

( )lim S
θ

θ
θ

を求めよ。 

(2) 30

( )lim T
θ

θ
θ

を求めよ。  

(3) cost θ とおく。
( )

sin
U θ

θ
を t の整式で表せ。 

(4) 関数 ( )θf を , ( )( ) ( )
T
U

θθ
θ

f と定義する。
0

lim ( )
θ

θ


f を求めよ。また , θ が

0 3
πθ  の範囲を動くとき, ( )θf のとり得る値の範囲を求めよ。 
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４                              解答例のページへ 
n を自然数とする。 (3 1)n 個の箱 1A , 2A , …, 3 1A n があり, 1 から3 1n までの

各自然数 k に対して, k 番目の箱Akには, 1 から k までの整数が 1 つずつ書かれた k

枚のカードが入っている。これを初期状態とする。次の問いに答えよ。 
(1) 箱 3 1A n に入っているすべてのカードに書かれた整数の平均値 L を n を用いて表

せ。 
(2) 箱 1A , 2A , …, 3 1A n に入っているすべてのカードに書かれた整数の平均値 M

を n を用いて表せ。  
(3) 初期状態から, 箱 1A , 2A , …, 3 1A n に入っているすべてのカードを箱 B に移す。

箱 B から 1 枚のカードを取り出すとき, カードに書かれた整数が(2)で求めた値 M
に等しくなる確率を ( )P n とする。 ( )P n を n を用いて表せ。  

(4) M を(2)で求めた値とする。初期状態から, 箱 AM , 1AM , …, 3 1A n だけ集めて, 
ケース C に収納する。ケース C から 1 つの箱を選び, さらにその箱から 1 枚のカ

ードを取り出す。カードに書かれた整数が M に等しいとき, そのカードが箱 3 1A n

から取り出されている条件付き確率を ( )Q n とする。 lim ( )
n

nQ n


を求めよ。 
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５                              解答例のページへ 
i を虚数単位とする。複素数 nz ( 1, 2, 3, )n   を 

1 3 2z i  , 2
1 2( )n nz z i i     ( 1, 2, 3, )n    

により定める。次の問いに答えよ。 
(1) 2z i と 3z i を極形式で表せ。 
(2) nz i を極形式で, ( cos sin )n n n nz i r iθ θ   と表したとき, 2log nr を n を用い

て表せ。 
(3) nz を n を用いて表せ。 
(4) 複素数 nz が表す複素数平面上の点をPn とする。3 点 3P , 5P , 2025P が一直線上に

あることを示せ。 
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１                              問題のページへ 

(1) log( ) xx
x

f ( 0 )x  に対して,  

1 1log
2 log2( )

2

x xx xxx x x x

  
  f  

( ) 0x f とすると log 2x  2( )x e となり, こ

れから ( )xf の増減は右上表の通りである。すると, ( )xf の最大値は 2
e となる。 

(2) 1log log logx dx x x x dx x x x Cx        

2 2 1( log ) ( log ) 2logx dx x x x x dxx     2( log ) 2 log 2x x x x x C     

(3) (1)から
log 2( ) xx ex

f ≦ なので, 2log x xe≦ ( 等号は 2x e のとき )となる。 

ここで, 1
2:C y xe , 2 : logC y x と x 軸によって

囲まれた図形を x 軸のまわりに 1 回転してできる立体

の体積 V は, (2)の結果を用いて,  
2 2

2
20 1

4 ( log )
e e

V x dx x dx
e

π π    

 
2 22 2

12 0
4 ( log ) 2 log 22

e ex x x x x x
e

π π        

2 2 2 22 ( 4 2 2 2 2)e e e eπ π       2π  

 
［コメント］ 

回転体の体積計算の問題です。(3)において, 1C と 2C の位置関係を把握するのに, 
(1)の結果が役に立っています。 

x 0 … 2e  … 
( )xf   ＋ 0 － 

( )xf     2
e  

  

O x 1 

y 

2e

2 

1C
2C
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２                              問題のページへ 
0a  のとき, 点A(0, )a , B( 1, 0 ) , C(1, 0 )に対して,  

AB : y ax a  ……①, AC : y ax a  ……② 

(1) 与えられた操作を行うと , 点 1P の x 座標が p から

1Q ( , 0 )p となり, 1Q から AC に下ろした垂線の方程式は,  
1 ( )y x pa  ………③ 

②③を連立して, 1 ( )x p ax aa    となり,  

2 2( 1)a x a p   , 
2

2 1
a px
a




 

②から
2

2 21 1
a p a apy a a
a a

    
 

となり,  
2

1 2 2R ,
1 1

a p a ap
a a

 
 

である。 

(2) 命題｢点 1P が線分 AB 上にあるならば, 点 1R は線分 AC 上にある｣を数式化する

と, ｢ 1 0p ≦ ≦ ならば
2

20 1
1

a p
a




≦ ≦ である｣となる。 

さて, 1 0p ≦ ≦ から
22 2

2 2 2
1
1 1 1

a pa a
a a a


  

≦ ≦ となり, 命題が真の条件は,  

2

2
10
1

a
a




≦ ………④, 
2

2 1
1

a
a 

≦ ………⑤ 

⑤はつねに成り立ち, ④から 20 1a ≦ で, 0a  から 1a≧ となる。 
したがって, 求める a の値の範囲は 1a≧ である。 

(3) 点Pn の x 座標を nx とすると, (1)と同様にして,  
2

2 2R ,
1 1
n n

n
a x a ax
a a
 
 

 

直線 1R Pn n は 2 1
na axy

a



となり, ①と連立すると 2 1
na ax ax a

a
  


から,  

 
2

2 2 2
11 1

1 1 1
n n na ax x x ax aa a a a

      
  

 

これより, 
2 2

1 2 2 2
1

1 1 1
n

n n
x a ax x
a a a


  
  

となり,  

 
2 2

1 2 2 2
1

2 1 2
n n

a ax x
a a a

   
  

 

     
2 2 21 1

12 2 2 2 2
1 1

2 2 1 2 1
n n

n
a a ax x p

a a a a a
 

      
    

から,  

  
2 21

2 2 2
1

2 1 2
n

n
a ax p

a a a


   
  

………⑥ 

(4) 2a  , 0p  のとき, ⑥から,   12 1 2
3 5 3

n
nx


   となり,  

       1
1

2 1 2 2 1 2 2 1 1(1 5) 43 5 3 3 5 3 3 5 5
n n n n

n nx x


              

1 1

a A 

B C 

Pn

Qn

Rn1Pn

x O 

y 
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ここで, 10
1 10n nx x 

   から   1014 105
n   となり, 104 10

5n
 より,  

105 4 10n   , 10
10 10log 5 log (4 10 )n   , 10 10log 5 log 4 10n    

10log 2 0.3010 より 10 10(1 log 2) 2log 2 10n    と変形して,  
0.6020 10 10.602 15.21 0.3010 0.699n  


≒  

以上より, 求める最小の自然数 n は 16n  である。 
 
［コメント］ 

数列の図形への応用問題です。誘導に従えば, 計算ミスに注意するだけです。 
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３                              問題のページへ 
(1) 0 3

πθ  のとき, 4 点 A(1, 0 ) , B( cos , sin )θ θ , 

C( cos2 , sin2 )θ θ , D( cos3 , sin3 )θ θ に対し, △OAD
の面積を ( )S θ とおくと,  

21 1( ) 1 sin3 sin32 2S θ θ θ     

0 0 0

( ) sin3 3 sin3 3 3lim lim lim 12 2 3 2 2
S

θ θ θ

θ θ θ
θ θ θ  

       

(2) △ABC の面積を ( )T θ とおくと,  

( ) OAB OBC OACT θ   △ △ △ 2 21 12 1 sin 1 sin22 2θ θ        

  1sin sin2 sin sin cos sin (1 cos )2θ θ θ θ θ θ θ       
2

3 2 20 0 0

( ) sinsin 1 cos sinlim lim lim
(1 cos )

T
θ θ θ

θ θθ θ θ
θ θθ θ θ θ  

   


 

     3
0

sin 1lim 1 cosθ
θ

θ θ
 


3 1 11 2 2    

(3) △ABD の面積を ( )U θ とおくと,  

( ) OAB OBD OADU θ   △ △ △ 1 1 1sin sin2 sin32 2 2θ θ θ    

   31 ( sin 2sin cos 3sin 4sin )2 θ θ θ θ θ    2sin (2sin cos 1)θ θ θ    

  2sin ( 2cos cos 1)θ θ θ     

これより, cost θ とおくと, 2 2( ) 2cos cos 1 2 1sin
U t tθ θ θ

θ
      となる。 

(4) (2)(3)から, 2
( ) ( ) sin 1( ) ( ) sin ( ) 2 1

T T t
U U t t

θ θ θθ
θ θ θ

   
  

f 2
1

2 1
t

t t

 

 

ここで, 0θ  のとき 1 0t   となり,  

20 1 0 1 0 1 0
1 1 1 1lim ( ) lim lim lim(2 1)( 1) 2 1 32 1t t t

t t
t t tt tθ

θ
      

    
   

f  

また, 0 3
πθ  のとき 1 12 t  となることより, 1( ) 2 1tθ 


f のとり得る値の

範囲は, 1 1( )3 2θ f である。 

 
［コメント］ 

頂点が単位円周上にある三角形の面積を題材にした極限の問題です。三角関数につ

いての計算力が問われています。 

A 

B 

C D 

θ
θθ

1

1

1 x O 

y 
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４                              問題のページへ 
箱 1A , 2A , …, 3 1A n があり, 箱Ak (1 3 1)k n≦ ≦ には 1 から k までの整数が書

かれた k 枚のカードが入っている。 
(1) 箱 3 1A n には 1 から3 1n までの整数が書かれた3 1n 枚のカードが入っており, 

カードに書かれた整数の平均値 L は,  
1 2 (3 1)

3 1
nL n

   



 3 21 1 (3 1)(3 2)3 1 2 2

nn nn
    


 

(2) 箱 1A , 2A , …, 3 1A n に入っているカードの枚数は,  
11 2 (3 1) (3 1)(3 2)2n n n        

箱 Ak に入っているカードに書かれた整数の和は, 11 2 ( 1)2k k k     から, 

箱 1A , 2A , …, 3 1A n に入っているカードに書かれた整数の総和は,  
3 1 3 1

1 1

1 1 1( 1) { ( 1)( 2) ( 1) ( 1) }2 2 3
n n

k k
k k k k k k k k

 

 
          

      1 1(3 1)(3 2)(3 3) ( 1)(3 1)(3 2)6 2n n n n n n         

よって, 箱 1A , 2A , …, 3 1A n に入っているカードに書かれた整数の平均値 M は,  
1 ( 1)(3 1)(3 2)2 11 (3 1)(3 2)2

n n n
M n

n n

  
  

 
 

(3) 箱 1A , 2A , …, 3 1A n に入っているすべてのカードを移した箱 B には, (2)からカ

ードが全部で 1 (3 1)(3 2)2 n n  枚入っている。 

その中に, 1M n  のカードは, 移す前に箱 1An , 2An , …, 3 1A n に 1 枚ず

つ入っていたものなので, (3 1) ( 1) 1 2 1n n n      枚ある。 

これより, 箱 B から 1 枚のカードを取り出すとき, カードに書かれた整数が M に

等しくなる確率 ( )P n は,  
2(2 1)2 1( ) 1 (3 1)(3 2)(3 1)(3 2)2

nnP n n nn n
 

  
 

(4) 箱 1An , 2An , … , 3 1A n だけ集めて収納したケース C には , 箱が全部で

(3 1) ( 1) 1 2 1n n n      個入っている。 
ここで, ケース C から箱Al ( 1 3 1)n l n ≦ ≦ を選び, l 枚のカードが入ってい

るその箱から 1 枚のカードを取り出すとき, カードに書かれた整数が 1M n  で

ある確率は, 1 1
2 1n l

である。すると, ケース C から 1 つの箱を選び, その箱から

1 枚のカードを取り出すとき, カードに書かれた整数が M に等しい確率は,  
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3 1 3 1

1 1

1 1 1 1
2 1 2 1

n n

l n l nn l n l
 

   
 

    

また, ケース C から箱 3 1A n を選び, その箱から 1 枚のカードを取り出すとき, 
カードに書かれた整数が M に等しい確率は, 1 1

2 1 3 1n n
 

である。 

したがって, ケース C から 1 つの箱を選び, その箱から 1 枚のカードを取り出す

場合, カードに書かれた整数が M に等しいとき, そのカードが箱 3 1A n から取り出

されている条件付き確率 ( )Q n は,  

3 1 3 1

1 1

1 1
2 1 3 1 1 1( ) 3 11 1 1
2 1

n n

l n l n

n nQ n n
n l l

 

   


   


  

, 3 1

1

1( ) 3 1 1n

l n

nnQ n n
l



 

 



 

さて, 
3 1

1

1 1 1 1 1
1 2 3 3 1

n

l n l n n n n


 
    

    より, 1( )x xf とおくと,  

 
3 1

1

1 1 1
1 2 3 3 1

n

l n

n n n
l n n n n n



 
    

     

 1 1 1 1 1
1 2 2 3 11 1 1n n n
n n n

    
  

  

     1 1 2 11 1 (3) 3 1n n n n      


f f f  

 
3 3

11
( ) 0 log log3x dx x    f  ( )n   

以上より, 3 1

1

1 1 1 1 1lim ( ) lim 1 3 log3 3log313 nn n

l n

nQ n
n l

 

 

    
 

である。 

 
［コメント］ 

問題文の読解力が要求される確率問題です。(1)～(3)は正確に計算を進めるだけで

すが, (4)では区分求積法も絡んできます。そのため，ずいぶん時間を費やします。 

1 3
11 n

1

x O 

y ( )y x f
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５                              問題のページへ 
(1) 2

1 2( )n nz z i i    ( 1, 2, 3, )n   より , 2
1 2( )n nz i z i    ……①となり, 

1 3 2z i  から  1 3 2 cos sin6 6z i i iπ π     ……②なので, ①から,  

2
2 12( )z i z i     2

2 2 cos sin6 6iπ π   8 cos sin3 3iπ π   

2
3 22( )z i z i     2

2 8 cos sin3 3iπ π   2 2128 cos sin3 3iπ π   

(2) ( cos sin )n n n nz i r iθ θ   とすると, ①より,  
2

1 1 1( cos sin ) 2{ ( cos sin ) }n n n n n nr i r iθ θ θ θ     22 ( cos2 sin2 )n n nr iθ θ   

すると, 2
1 2n nr r  から 2

2 1 2log log 2n nr r  となり, 2
2 1 2 2log log 2 logn nr r    

2 1 2log 1 2logn nr r    
2 1 2log 1 2( log 1)n nr r    と変形して, ②から 1 2r  なので,  

1 1
2 2 1log 1 ( log 1) 2 (1 1) 2 2n n n

nr r           

したがって, 2log 2 1n
nr   である。 

(3) (2)より 2 12
n

nr  となり, また②から 1 6
πθ  で, 1 2n nθ θ  より,  

21 1
1

22 26 3
nn n

n
πθ θ π

       

すると,  
2 22 1 2 22 cos sin3 3

n n n
nz i iπ π

    ……③となり,  

 
2 22 1 2 22 cos sin3 3

n n n
nz i iπ π

     

(4) 複素数平面上で点 P ( )n nz とするとき, 3 3P ( )z , 5 5P ( )z , 2025 2025P ( )z に対して, 

3 3Q ( )z i , 5 5Q ( )z i , 2025 2025Q ( )z i とおくと, ③から,  
3 2

3 3
2 2arg( ) 3 3z i θ π π


    , 

5 2
5 5

82 2arg( ) 23 3 3z i θ π π π π


       
2025 2 2023

2025 2025
2 2arg( ) 3 3z i θ π π


    ………④ 

ここで, mod6で, 12 2 , 22 4 , 32 8 2  , 42 4 , …となり, 帰納的に, n
が奇数のとき2 2n  , n が偶数のとき2 4n  である。 

これより, k を自然数として, 20232 6 2k  と表すことができ, ④から,  
2023 6 22 223 3 3

k kπ π π π    

したがって, 3z i , 5z i , 2025z i の偏角はすべて 2
3π となり, 3 点 3Q , 5Q , 

2025Q は一直線上にある。 
すると, 点 3P , 5P , 2025P は, 点 3Q , 5Q , 2025Q を, それぞれ虚軸の正の向きに 1

だけ平行移動した点であるので, 3 点 3P , 5P , 2025P も一直線上にある。 
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［コメント］ 

複素数平面上の点列を対象とした問題です。(3)までは誘導に沿って計算していけば

よいのですが, 最後の(4)で, 整数の性質についての考察が突然現れます。 
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