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１                             解答解説のページへ 

1から 9までの番号をつけた 9枚のカードがある。これらを無作為に 1列に並べる

試行を行う。 

(1) 下記の条件(A)が成り立つ確率を求めよ。 

(2) 下記の条件(B)が成り立つ確率を求めよ。 

(3) 条件(A), (B)が同時に成り立つ確率を求めよ。 

ただし, 条件(A), (B)は次のとおりである。 

(A) 番号 1のカードと番号 2のカードは隣り合わない。 

(B) 番号 8のカードと番号 9のカードの間には, ちょうど 1枚のカードがある。 
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２                             解答解説のページへ 

a, b を実数とし, 0a> とする。放物線
2

4
xy= 上に 2 点 > )

2

A ,
4
aa , > )

2

B ,
4
bb を

とる。点 A における放物線の接線と法線をそれぞれ Al と An , 点 B における放物線の

接線と法線をそれぞれ Bl と Bn とおいたとき, Al と Bl が直交しているものとする。2

つの接線 Al , Bl の交点を Pとし, 2つの法線 An , Bn の交点を Qとする。 

(1) bを aを用いて表せ。 

(2) P, Qの座標を aを用いて表せ。 

(3) 長方形 AQBPの面積が最小となるような aの値と, そのときの面積を求めよ。 
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３                             解答解説のページへ 

整数 p, q ( 0 )p q≧ ≧ に対して 2 項係数を
!

C
!( )!

p q
p

q p q
=

−
と定める。なお, 0! 1=

とする。 

(1) n, k が 0 以上の整数のとき, > )1 1
1

1 1C
C C

n k k
n k k n k k

+ + +
+ + +

× − を計算し, n によら

ない値になることを示せ。 

(2) mが 3以上の整数のとき, 和
3 3 4 3 5 3 3

1 1 1 1
C C C Cm
+ + + +⋯ を求めよ。 
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r を 1 より大きい実数とする。半径 1 の円 C の周上に点 Q をとる。最初に円 C の

中心 P は座標平面の (0, 1) , 点 Q は (0, 2)にあるものとし, 円 C が x 軸に接しなが

ら x 軸の正の方向にすべることなく転がっていく。角θ ラジアンだけ回転したとき, 

半直線 PQ 上にPR r= なる点 R をとる。θ を 0 から2π まで動かしたときの R の軌

跡を考える。 

(1) ,α βは0 2α β π≦ ＜ ≦ を満たし, θ α= のときの R の座標とθ β= のときの R の

座標とが一致するものとする。
2

t
β α−

= とおくとき, rを tを用いて表せ。 

(2) (1)において, θ をα から β まで動かしたときの R の軌跡によって囲まれた図形

の面積を Sとする。Sを tを用いて表せ。 

(3) 
2

lim
r

S

r→∞
を求めよ。 
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4 214m m+ が2 1m+ の整数倍となるような整数mをすべて求めよ。 
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１                               問題のページへ 

(1) 9 枚のカードを無作為に 1 列に並べる9!通りが同様に確からしい。 

さて, 番号 1 のカードと番号 2 のカードが隣り合うのは, この 2 枚のカードの位

置も考えると, 2! 8!× 通りとなる。 

よって, 番号 1 のカードと番号 2 のカードは隣り合わない確率は,  

2! 8! 721 1
9! 9 9

×
− = − =  

(2) 番号 8 のカードと番号 9 のカードの間の 1 枚のカードの選び方が 7 通りなので, 

番号 8 と番号 9 のカードの間にちょうど 1 枚のカードがある場合は, この 2 枚のカ

ードの位置も考えると, 7 2! 7!× × 通りとなる。すると, その確率は,  

7 2! 7! 7
9! 36

× ×
=  

(3) 番号 1 と 2 のカードが隣り合わず, しかも番号 8 と 9 のカードの間にちょうど 1

枚のカードがあるのは, 番号 8 と 9 のカードの間にあるカードで場合分けをして,  

(i)  番号 1 または 2 のカードがあるとき 

番号 1 と 2 のカードは隣り合わないので, 2 2! 7!× × 通りとなり, この確率は,  

2 2! 7! 1
9! 18

× ×
=  

(ii) 番号 3 から 7 までのカードのいずれかがあるとき 

番号 3 から 7 までの 5 枚のカードのいずれかがあるのは, 5 2! 7!× × 通りとな

る。この中で, 番号 1 と 2 のカードが隣り合うのは, 5 2! (2! 6!)× × × 通りより, 

この場合の確率は,  

5 2! 7! 5 2! (2! 6!) 5 5 25
9! 9! 36 126 252

× × × × ×
− = − =  

(i)(ii)より, 求める確率は, 25 131
18 252 84
+ = である。 

 

［解 説］ 

確率の基本的な問題ですが, それがかえって, 数えもれなどの不安を抱え込んでし

まいます。 
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(1) 
2

4
xy= より

2
xy′ = となり, 点 ( )

2

A ,
4
aa における接

線 Al , ( )
2

B ,
4
bb における接線 Bl の傾きは, それぞれ

2
a , 

2
b である。 

ここで, Al と Bl が直交していることより,  

1
2 2
a b⋅ =− , 4b

a
=− ………① 

(2) まず, 
2

A : ( )
4 2
a al y x a− = − より, 

2

2 4
a ay x= − ………② 

2

B :
2 4
b bl y x= − ………③ 

②③を連立すると, 
2 2

2 4 2 4
a a b bx x− = − より, 

2 2

( )
2

a ba b x −− = となり,  

2
a b

x
+= , 

2

2 2 4 4
a ba a aby
+= ⋅ − =  

①を代入すると, 2
2
ax

a
= − , 1y=− より, ( )2P , 1

2
a

a
− − となる。 

また, 四角形 AQBP は長方形なので, 対角線 AB の中点( )
2 2

,
2 8

a b a b+ + と対角

線 PQ の中点が一致することより, Q( , )x y とおくと, ①から,  

2
a b

x
+= 2

2
a

a
= − , ( )

2 2 2
2

2 2

161 42 ( 1) 1 1
8 4 4

a b ay a
a a

+= ⋅ − − = + + = + +  

よって, ( )
2

2

2 4Q , 1
2 4
a a

a a
− + + となる。 

(3) 長方形 AQBP の面積を S とおくと,  

{ }
2

2

1 4 1 ( 1) ( )
2 4

aS a b
a

= + + − − − ( )( )
2

2

1 4 42
2 4

a a
aa

= + + +  

 ( )( ) ( )32

2

161 4 1 48
8 8

a a a
a aa

= + + + = +  

ここで, 相加平均と相乗平均の関係より, 4 2 4 4a
a

+ =≧  

なお, 等号は, 4a
a

= すなわち 2a = のとき成立する。 

以上より, S は 2a = のとき最小値 31 4 8
8
⋅ = をとる。 

 

［解 説］ 

放物線の接線と法線を題材とした問題ですが, 長方形の性質を利用して, 計算量を

減らしています。

P

A

Q

B 
O x 

y

b a
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(1) ( )1 1
1

1 1C
C C

n k k
n k k n k k

+ + +
+ + +

× − { }( 1)! ! ! ! ( 1)!

( 1)! ! ( )! ( 1)!

n k k n k n

k n n k n k

+ + +
= −

+ + + +
 

           
1 1

1 1 1
n k n k

k k k
+ + += − =
+ + +

 

(2) (1)の等式について, 2k = とすると,  

( )3 3
2 2 3 2

1 1 2C
C C 3

n
n n

+
+ +

× − = , ( )
3 3 2 2 3 2

31 1 1
C 2 C Cn n n+ + +
= −  

これより, l が 3 以上の整数のとき, 
3 3 4 3 5 3 3

1 1 1 1
C C C Cl

S = + + + +⋯ とおくと,  

3

3 30

1
C

l

nn

S
−

+=
= ∑ ( )

3

2 2 3 20

3 1 1
2 C C

l

n nn

−

+ +=
= −∑  

 ( ) ( ) ( )
2 2 3 2 3 2 4 2 1 2 2

3 3 31 1 1 1 1 1
2 C C 2 C C 2 C Cl l−

= − + − + + −⋯  

 ( )
2 2 2

3 1 1
2 C Cl

= − { }3 21
2 ( 1)l l

= −
−

3( 1)( 2)

2 ( 1)

l l

l l

+ −
=

−
 

 

［解 説］ 

二項係数の計算問題です。(1)の誘導の利用の方法については, 迷いはあまりないと

思えます。 
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(1) 円 C が x 軸に接しながら, 角θ ラジアンだけ回

転したとき, OP ( , 1)θ=
����

となり,  

( ( ) ( ) )PQ cos , sin
2 2
π πθ θ= − −

����
 

 ( sin , cos )θ θ=  

OR OP PQ ( sin , 1 cos )r r rθ θ θ= + = + +
���� ���� ����

 

ここで, 0 2α β π≦ ＜ ≦ のとき, 条件より,  

sin sinr rα α β β+ = + ………①, 1 cos 1 cosr rα β+ = + ………② 

②より cos cosα β= となり, 2β π α= − から, 2α β π+ = ………③ 

ここで, 
2

t
β α−= より, 2tβ α− = ………④ 

③④より, tα π= − , tβ π= + となり, ①に代入すると,  

sin( ) sin( )t r t t r tπ π π π− + − = + + + , sinr t t=  

( , ) (0, 2 )α β π= では成立しないので, sin 0t ≠ より, 
sin

tr
t

= ………⑤ 

(2) R( , )x y とすると, sinx rθ θ= + , 1 cosy r θ= + となり,  

1 cosdx r
d

θ
θ
= + , sin

dy
r

d
θ

θ
=−  

さて , 1cos
r

θ =−

を満たす θ を ,γ γ ′  

(0 2 )γ π γ π′< < < <

とおくと, x, y の増減

は右表のようになる。 

すると, 点 R の軌

跡は右図のようになる。ただし, 

0 1 cos 1 cosy r rα β= + = + とお

く。ここで, α θ π≦ ≦ において

1x x= , また π θ β≦ ≦ において

2x x= とすると, R の軌跡によ

って囲まれた図形の面積 S は,  
0 0

1 2
1 1

y y

r r
S x dy x dy

− −
= −∫ ∫  

 ( sin )( sin ) ( sin )( sin )r r d r r d
α β

π π
θ θ θ θ θ θ θ θ= + − − + −∫ ∫  

 ( sin )( sin )r r d
β

α
θ θ θ θ= +∫ 2 2( sin sin )r r d

β

α
θ θ θ θ= +∫  

θ  0 … γ  … π  … γ ′  … 2π  

dx
dθ

  ＋ 0 －  － 0 ＋  

x 0 ր   ց  π  ց   ր  2π  

dy

dθ
  －  － 0 ＋  ＋  

y 1 r+  ց  0 ց  1 r−  ր  0 ր  1 r+  

1

2 

O x

y

P

Q
R 

θ−

θ

1 r+

1 r−

0y

2π

y

x

O
π
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ここで, 1 sinI d
β

α
θ θ θ= ∫ , 2

2 sinI d
β

α
θ θ= ∫ とおくと,  

1I = [ ]cos cos d
β

β

α
α

θ θ θ θ− +∫ cos cos sin sinβ β α α β α=− + + −  

 ( )cos( ) ( )cos( ) sin( ) sin( )t t t t t tπ π π π π π=− + + + − − + + − −  

 ( )cos ( )cos sin sint t t t t tπ π= + − − − − 2 cos 2sint t t= −  

2
1 cos2

2
I d

β

α

θ θ−= ∫ [ ]1 1( ) sin2
2 4

β

α
β α θ= − −  

 1 (sin2 sin2 )
4

t β α= − − 1 {sin(2 2 ) sin(2 2 ) }
4

t t tπ π= − + − −  

 1 (sin2 sin2 ) sin cos
4

t t t t t t= − + = −  

よって, 2 2
1 2 (2 cos 2sin ) ( sin cos )S rI r I r t t t r t t t= + = − + − となり, ⑤から,  

2

2
(2 cos 2sin ) ( sin cos )

sin sin

t tS t t t t t t
t t

= − + −
2 3

2

cos 2
sin sin

t t t t
t t

= + −  

(3) まず, r→∞のとき, sin1 0t
r t
= →+ となる。 

ここで, 右図において, 線分 OP の傾きが sint
t

で

あり, また 0
2

β α
π

−< < から 0 t π< < であること

を考え合わせると, sin 0t
t
→+ のとき 0t π→ − となり,  

( )
2 22 3

2 2 2

sin 2sincos 2 sin cos
sin sin

t tS t t t t t t t
t tr t t

= + − = + −  

よって, 
2

lim
r

S

r→∞
( )

2

0

2sinlim sin cos
t

tt t t
tπ

π
→ −

= + − =  

 

［解 説］ 

有名な問題です。たとえば「入試問題セレクション」に「積分の応用」の第 1 問と

して選んだ 1998 年の横浜国大の問題を参照してください。ただ, 計算量はすごいも

のがあり, エネルギーと時間をかなり費やしてしまいます。 

π

y

1 

O

P

xt 

sin t
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整数 l に対して, 4 2 2 214 ( 14 )l l l l+ = + が2 1l+ の整数倍となるのは,  

(i)  2 1 1l+ =± ( 0, 1)l= − のとき 4 214l l+ は2 1l+ の整数倍である。 

(ii) 2 1 1l+ ≠± ( 0, 1)l l≠ ≠− のとき 

まず, l と2 1l+ の公約数を gとおくと, 1l , 2l を整数として,  

1l l= g , 22 1l l+ = g  

すると, 1 22 1l l+ =g g , 2 1( 2 ) 1l l− =g から, gは 1 の約数となり, 1=±g  

よって, l と2 1l+ は互いに素であり, 2l と2 1l+ は互いに素となる。 

これより, 2 2( 14 )l l + が2 1l+ の整数倍になることと, 2 14l + が2 1l+ の整

数倍になることは同値である。 

すると, k を整数として, 2 14 (2 1)l k l+ = + から,  

2 2 14 0l kl k− + − = , 2 14l k k k= ± + − ………① 

ここで, n を 0 以上の整数とすると, l が整数より, ①から,  
2 214k k n+ − = , 2 24 4 56 4k k n+ − = , 2 2(2 1) (2 ) 57k n+ − =  

( 2 1 2 )(2 1 2 ) 3 19k n k n+ + + − = × ………② 

すると, 2 1 2 2 1 2k n k n+ + + −≧ より, ②を満たす k, n は,  

( 2 1 2 , 2 1 2 ) (57, 1)k n k n+ + + − = , ( 1, 57)− − , (19, 3) , ( 3, 19)− −  

( , ) (28, 0 )k n k n+ − = , ( 1, 29)− − , ( 9, 1) , ( 2, 10)− −  

0, 1l l≠ ≠− なので, ①より, 29, 10, 2, 1, 9, 28l k n= ± =− − −  

(i)(ii)より, 4 214l l+ が2 1l+ の整数倍となるような整数 l は,  

29, 10, 2, 1, 0, 1, 9, 28l=− − − −  

 

［解 説］ 

ノーヒントの整数問題です。上記のような解法をとりましたが, 4 4 22 ( 14 )l l+ を

考える方法もあり, この方がかなり簡単です。ただ, 気付きませんでした。 
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