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ま え が き 

本書には，2000 年度以降に出題された千葉大学（前期日程）の理系数学の全問題

とその解答例を掲載しています。 
 過去問から入試傾向をつかみ，そして演習をスムーズに進めるために，新課程入試

に対応した内容分類を行いました。融合題の配置箇所は鍵となっている分野です。 

注 「行列」は範囲外ですので除外しました。 

 

電子書籍の概略 

１ 本書のフォーマットは PDF です。閲覧には，｢Adobe Acrobat Reader｣などの

PDF Viewer が必要になります。 

２ 問題と対応する解答例のページの間には，リンクが張られています。リンク元は，

問題編の１, ２,…などの問題番号，解答編の 問 題 の文字です。 
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■ 関数 ||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| 

 

１  n を正の整数とする。x の関数 3 2( ) 2 (2 3) 1x x nx n x    f について以下の

問いに答えよ。 
(1) α を ( ) 0x f の 1 つの解とする。  1

1 α
f の値を求めよ。 

(2) 方程式 ( ) 0x f は異なる 3 つの実数解をもつことを示せ。 
(3) 方程式 ( ) 0x f の解で 2 番目に大きいものを nβ とする。極限 lim n

n
β


を求めよ。 

[2024]  
 

２  a, b, c は実数とし , 4 2( ) 2x x bx cx   f とおく。さらに 4 次方程式

( ) 0x f は異なる 2 つの実数解α , β と 2 つの虚数解をもち, ( 1)aα β   , 
1
aαβ  を満たすと仮定する。 

(1) b, c を a を用いて表せ。 
(2) a のとり得る値の範囲を求めよ。 
(3) b のとり得る値の範囲を求めよ。                  [2011] 
 
 
■ 図形と式 ||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| 

 

１  t を 0 以上の実数とし, O を原点とする座標平面上の 2 点 2P( , )p p , 2Q( , )q q

で 3 つの条件 PQ 2 , p q , p q t  を満たすものを考える。△OPQ の面積を

S とする。ただし, 点 P または点 Q が原点 O と一致する場合は 0S  とする。 
(1) p と q をそれぞれ t を用いて表せ。 
(2) S を t を用いて表せ。 
(3) 1S  となるような t の個数を求めよ。               [2017] 
 

２  座標平面上に, 原点を中心とする半径 1 の円と, その円に外接し各辺が x 軸また

は y 軸に平行な正方形がある。円周上の点 ( cos , sin )θ θ  0 2
πθ ただし における

接線と正方形の隣接する 2 辺がなす三角形の 3 辺の長さの和は一定であることを示せ。

また, その三角形の面積を最大にするθ を求めよ。            [2014] 
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３  a, b を実数とし, 0a  とする。放物線
2

4
xy  上に 2 点  

2
A , 4

aa ,  
2

B , 4
bb

をとる。点 A における放物線の接線と法線をそれぞれ Al と An , 点 B における放物線

の接線と法線をそれぞれ Bl と Bn とおいたとき, Al と Bl が直交しているものとする。2
つの接線 Al , Bl の交点を P とし, 2 つの法線 An , Bn の交点を Q とする。 
(1) b を a を用いて表せ。 
(2) P, Q の座標を a を用いて表せ。 
(3) 長方形 AQBP の面積が最小となるような a の値と, そのときの面積を求めよ。 

[2013]  
 
４  放物線 2y x 上の点 2( , )a a における接線を al とする。 
(1) 直線 al が不等式 2 2 5y x x   の表す領域に含まれるような a の範囲を求めよ。 
(2) a が(1)で求めた範囲を動くとき, 直線 al が通らない点 ( , )x y 全体の領域 D を図

示せよ。 
(3) 連立不等式 2 2( )( 2 5) 0y x y x x    ≦ , ( 5) 0y y ≦ の表す領域を E とする。

D と E の共通部分の面積を求めよ。                  [2012] 
 
５  a を 1 より大きい実数とし, 座標平面上に, 点 )0,0(O , )0,1(A をとる。曲線

xy 1= 上の点 ( )pp 1,P と, 曲線 x
ay = 上の点 ( )q

aq,Q が, 3 条件 

(i)  0p , 0q         (ii) AOQAOP ∠∠ ＜  

(iii) △OPQ の面積は 3 に等しい 
を満たしながら動くとき, POQtan∠ の最大値が 4

3 となるような a の値を求めよ。 

[2010]  
 

６  座標平面上に点 )0,3(A , )2,0(B をとる。線分 AB 上に点 P をとり, P から x

軸に下ろした垂線を PH, A と H の中点を M とする。ただし点 H は x 軸上の点とし, 
また P は A と異なるものとする。O を原点とし OPM△ を O を中心に座標平面内で 1
回転するとき, 通過する点全体が作る円の面積が最小となるときの点 P の座標を求め

よ。                                 [2009] 
 



千葉大学・理系 分野別問題（2000－2024） 

 －6－ 

７  a, t を実数とするとき, 座標平面において, 0)22(422 =−+−−+ ayxtyx で定

義される図形 C を考える。 
(1) すべての t に対して C が円であるような a の範囲を求めよ。ただし, 点は円とみ

なさないものとする。 
(2) 4=a とする。t が t＞0 の範囲を動くとき, C が通過してできる領域を求め, 図示

せよ。 
(3) 6=a とする。t が t＞0 であって, かつ C が円であるような範囲を動くとき, C が

通過してできる領域を求め, 図示せよ。                [2006] 
 
８  (1) 次の不等式で表される領域を図示せよ。 

)122(log)14322(log 2
10

2342
10 ++−++−−++−− xxxxxxyxyy ≧  

(2) x, y が(1)の不等式を満たすとき, yx + の最大値と最小値を求めよ。   [2005] 

 
９  C は , 2 次関数 2xy = のグラフを平行移動した放物線で , 頂点が円

1)2( 22 =−+ yx 上にある。原点から C に引いた接線で傾きが正のものを l とおく。

このとき, C と l の接点の x 座標が最大および最小になるときの C の頂点の座標をそ

れぞれ求めよ。                            [2001] 
 
 
■ 図形と計量 ||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| 

 

１  四面体 ABCD において, 2 2 2 2 2 2AB CD BC AD AC BD     , ADB 90  

が成り立っている。三角形 ABC の重心を G とする。 
(1) BDC を求めよ。 

(2) 
2 2AB CD
DG
 の値を求めよ。                   [2020] 

 

２  三角形 ABC は AB AC 2BC  を満たしている。また, 角 A の二等分線と辺

BC の交点を D とするとき, AD 15 である。さらに, 三角形 ABC の内接円の半径は

4 である。このとき以下の問いに答えよ。 
(1) BADθ  とするとき sinθ の値を求めよ。また, BACA  とするとき, sin A

と cos A の値を求めよ。 
(2) 辺 BC の長さを求めよ。                      [2019] 
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３  1 辺の長さが 3 の正四面体 OABC において, 辺 BC を1 : 2 に内分する点を D と

する。また, 辺 OC 上に点 E をとり, CE t とする。 
(1) AD の長さを求めよ。 
(2) cos DAE を t を用いて表せ。 
(3) △ADE の面積が最小になるときの t の値とそのときの面積を求めよ。  [2013] 
 
４  横 2a, 縦 2b の長方形を長方形の中心のまわりに角θ だけ回転させる。回転後の

長方形ともとの長方形とが重なり合う部分の面積 ( )S θ を求めよ。ただし, 長方形の

中心とはその 2 つの対角線の交点とし, 長方形はそれを含む平面内で回転するものと

する。また, 回転角θ は 0 以上, 長方形のいずれかの頂点が隣の頂点に達するまでの

角度以下にとるものとする。                      [2012] 
 
 

■ ベクトル ||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| 

 
１ 点 O を原点とする座標平面において, 点 A と点 B がOA OA 5 

 

, OB OB 2 
 

, 
OA OB 3 
 

を満たすとする。 
(1) OB OAk

 

となるような実数 k は存在しないことを示せ。 
(2) 点 B から直線 OA に下ろした垂線と OA との交点を H とする。HB



をOA


とOB


を用いて表せ。 
(3) 実数 t に対し, 直線 OA 上の点 P をOP OAt

 

となるようにとる。同様に直線

OB 上の点 Q をOQ (1 )OBt 
 

となるようにとる。点 P を通り直線 OA と直交す

る直線を 1l とし, 点 Q を通り直線 OB と直交する直線を 2l とする。 1l と 2l の交点を

R とするとき, OR


をOA


, OB


, t を用いて表せ。 
(4) 3 点 O, A, B を通る円の中心を C とするとき, OC



をOA


とOB


を用いて表せ。 
[2023]  
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２  座標空間において, 原点 O と点A(1, 0, 1) と点B(0, 5, 0 )がある。実数 t を

用いて OA OBt 
 

と表される点全体を l とする。また, xy 平面上の 2y x を満たす点

全体からなる曲線を C とする。 
(1) 曲線 C 上の点 2P( , , 0 )a a を固定する。l 上の点 Q を, OA



とPQ


が垂直である

ようにとる。このとき, 点 Q の座標を a を用いて表せ。 
(2) 曲線 C 上の点 R と l 上の点 S のうち, RS



を最小にする点 R と点 S の組み合わ

せをすべて求めよ。また, そのときの RS


の値を求めよ。        [2022] 

 
３  正方形 ABCD の辺を除く内部に, PA PB を満たす点 P がある。ベクトルPC



を PA PBx y
 

と表すとき, 以下の問いに答えよ。 

(1) PB
PA

α 




とするとき, x, y をα を用いて表せ。 

(2) 点 P が題意の条件を満たしながら動くとき, (1)で求めた x, y の和 x y の最大値

を求め, そのときの P がどのような点かを答えよ。           [2018] 
 
４  n を 4 以上の整数とする。座標平面上で正 n 角形 1 2A A An は点 O を中心とす

る半径 1 の円に内接している。 1OAa 
 

, 2OAb 
 

, 3OAc 
 

, 4OAd 
 

とし , 
22cosk n
π とおく。そして , 線分 1 3A A と線分 2 4A A との交点 P は線分 1 3A A を

: 1t t に内分するとする。 

(1) a


およびd


を, b


, c


, k を用いて表せ。 
(2) t を k を用いて表し, 31

2 4t≦ ＜ を示せ。 

(3) 不等式 2 3

1 2 4

PA A 1
A A A 12△

△
を示せ。                  [2017] 
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５  座標平面上にすべての内角が180未満の四角形 ABCD がある。原点を O とし, 
OA a
 

, OB b
 

, OC c
 

, OD d
 

とおく。k は0 1k≦ ≦ を満たす定数とする。0 以

上の実数 s, t, u が 1k s t u    を満たしながら変わるとき 
OP ka sb tc ud   
    

 
で定められる点 P の存在範囲を ( )E k とする。 
(1) (1)E および (0 )E を求めよ。 

(2)  1
3E を求めよ。 

(3) 対角線 AC, BD の交点を M とする。どの ( )E k  1 1
3 2k≦ ≦ にも属するような点

P を考える。このような点 P が存在するための必要十分条件を, 線分 AC, AM の長

さを用いて答えよ。                         [2016] 
 
６  三角形 ABC の外心を O, 重心を G, 内心を I とする。 
(1) 1OG OA3

 

が成り立つならば, 三角形 ABC は直角三角形であることを証明せよ。 

(2) k が 1
3k  を満たす実数で, OG OAk

 

が成り立つならば, 三角形 ABC は二等

辺三角形であることを証明せよ。 
(3) OI BC 0 

 

が成り立つならば, 三角形 ABC は二等辺三角形であることを証明せ

よ。                                [2011] 
 
７  △ABC は, 1 辺の長さが 1 の正三角形で, t は正の実数とする。 AB=b , AC=c
とおく。直線 AB, AC 上にそれぞれ点 D, E があり, bt=AD , ct=AE を満たしてい

る。正三角形△ADE の重心を G, 線分 BE の中点を M とする。 
(1) 内積 MGMC ⋅ を計算せよ。 
(2) t が正の実数全体を動くとき, △CGM の面積を最小にする t の値と, そのときの

面積を求めよ。                           [2010] 
 
８  平面上の△ABC において, 辺 AB を 3:4 に内分する点を D, 辺 BC を 2:1 に内

分する点を E とし, 線分 AE と CD の交点を O とする。 
(1) p=AB , q=AC とするとき, ベクトルAO を p , q で表せ。 
(2) 点 O が△ABC の外接円の中心になるとき, 3 辺 AB, BC, CA の長さの 2 乗の比を

求めよ。                              [2008] 
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９  △OAB において, a=OA , b=OB とおき, 2=a , 3=b , 1=⋅ba とす

る。辺 AB 上に点 1P をとる。ただし 1P は A, B とは異なるとする。 1P から辺 OB に垂

線 11QP を下ろす。次に, 1Q から辺 OA に垂線 11RQ を下ろす。さらに, 1R から辺

AB に垂線 21PR を下ろす。以下 , 同様の操作を続けて , 点 nnn R,Q,P  

),3,2,1( =n を定める。 )(AP abtnn −= により nt )10( ＜＜ nt を定める。 
(1) 1BQ を 1t とbを用いて表せ。 
(2) 2t を 1t を用いて表せ。 
(3) nt を 1t と n を用いて表せ。 
(4) 21 PP = となるような 1t の値を求めよ。 
(5) 21 PP = のとき, 111 RQP△ の面積を求めよ。             [2006] 

 

10  xyz 空間内に点 )2,1,1(A と点 )0,4,5(B − がある。点 C が y 軸上を動くと

き, 三角形 ABC の面積の最小値を求めよ。                [2004] 
 

11  R を平面上の凸六角形とし, その頂点を順に A, B, C, D, E, F とする。 AB=a , 
BC=b , CD=c とおく。R が a=ED , FE b

 

を満たすとする。 
(1) c=AF であることを示せ。 
(2) 三角形 ACE と三角形 BDF の重心が一致するとき, cba ,, の間の関係を求めよ。 

(3) R が(2)の条件を満たし, さらに内積に関して 4=⋅ba , 1=⋅ cb , 1−=⋅ ca を満た

すとき, R の面積を求めよ。                     [2003] 
 

12  四 角 形 ABCD は 半 径 1 の 円 に 内 接 し , 0BDAC =⋅ , 
0)CDCB(2ADAB =+++ を満たしている。このとき次の問いに答えよ。 

(1) 直線 AC は線分 BD の中点を通ることを示せ。 
(2) 四角形 ABCD の 4 辺の各辺の長さを求めよ。             [2002] 
 
 
■ 整数と数列 ||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| 

 

１  正の整数 n, p, q が, p q かつ 2 1C Cp q n  を満たすとする。 2Cm n≦ となる

最大の整数 m を求めよ。                       [2024] 
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２  0 以上 9999 以下の整数を 4 桁で表示し, 以下の操作を行うこととする。ただし, 
4 桁で表示するとは, 整数が 100 以上 999 以下の場合は千の位の数字を 0, 10 以上 99
以下の場合は千の位と百の位の数字を 0, 1 以上 9 以下の場合は千の位と百の位と十の

位の数字を 0, そして 0 はどの位の数字も 0 とすることである。 
操作：千の位の数字と十の位の数字を入れ換える。さらに, 百の位の数字と一の位

の数字を入れ換える。 
また, 整数 L に対し, 操作によって得られた整数をL と表す。 

(1) M を 0 以上 9999 以下の整数とし , 100M x y  のように整数 x, y 

(0 99, 0 99)x y≦ ≦ ≦ ≦ を用いて表す。操作によって得られた M が M の 2
3 倍に

3 を足した数に等しいならば, 197 298 9x y   が成り立つことを証明せよ。 
(2) N が 0 以上 9999 以下の整数ならば, 操作によって得られた整数N は N の 2

3 倍

に 1 を足した数と等しくならないことを証明せよ。           [2022] 
 

３  x, y についての方程式 2 26 9x xy y   ……(＊)に関する次の問いに答えよ。 
(1) x, y がともに正の整数であるような(＊)の解のうち, y が最小であるものを求めよ。 
(2) 数列 1a , 2a , 3a , …が漸化式 

2 16 0n n na a a     ( 1, 2, 3, )n    
を満たすとする。このとき , 1( , ) ( , )n nx y a a が ( ＊ ) を満たすならば , 

2 1( , ) ( , )n nx y a a  も(＊)を満たすことを示せ。 
(3) (＊)の整数解 ( , )x y は無数に存在することを示せ。          [2022] 

 

４  m を正の整数とする。座標平面上の点 ( , )x y で, 3 2xn yn ( 1, 2, 3, )n   が

すべて整数であるようなものは, 連立不等式 0x ≧ , 0y≧ , x y m ≦ の表す領域に

何個あるか答えよ。                          [2021] 
 

５  1 3a  , 2 2a  とし, 2n≧ のとき, 2
1 1n n na a a    として数列 { }na を定め

る。 
(1) 2n≧ のとき 1 1 2 1n na a a a   が成り立つことを証明せよ。 

(2) 2
1 2

1
100

n
ni

i
a a a a


   が成り立つような自然数 n を求めよ。     [2019] 
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６  初項が 1 で公差が 6 である等差数列 1, 7, 13, …の第 n 項を na とし, また初項が

3 で公差が 4 である等差数列 3, 7, 11, …の第 m 項を mb とする。2 つの数列 { }na , 
{ }mb に共通に現れる数すべてを小さい順に並べてできる数列を { }kc とし, 2 つの数列

{ }na , { }mb の少なくとも 1 つの項になっている数すべてを小さい順に並べてできる

数列を { }ld とする。したがって 1 7c  であり, また数列 { }ld のはじめの 5 項は 1, 3, 7, 

11, 13 となる。 
(1) 数列 { }kc の一般項を求めよ。 
(2) 数列 { }ld の一般項を求めよ。 

(3) 数列 { }ld の初項から第 l 項までの和
1

l
l i

i
S d


 を求めよ。        [2018] 

 

７  b と c を 2 4 0b c  を満たす実数として, x に関する 2 次方程式 2 0x bx c  

の相異なる解を ,α β とする。数列 { }na を, 1 1n n
na α β   ( 1, 2, 3, )n   により

定める。このとき, 次の問いに答えよ。 
(1) 数列 { }na は漸化式 2 1n n na ba ca   ( 1, 2, 3, )n   を満たすことを示せ。 
(2) 数列 { }na の項 na がすべて整数であるための必要十分条件は, b, c がともに整数で

あることである。これを証明せよ。                  [2015] 
 
８  座標平面上に, 円 2 2: ( 1) ( 1) 1C x y    と点Q(1, 2)がある。点 1P の座標を

(3, 0 )とし, x 軸上の点 2P , 3P , …を以下の条件によって決め, Pn の座標を ( , 0 )np

とする。 
点Pn から円 C に接線を引き, その y 座標が正である接点をTn とする。このとき, 
3 点 Q, Tn , 1Pn は同一直線上にある。 ( 1, 2, )n    

このとき, 以下の問いに答えよ。 
(1) 点 1T の座標を求めよ。 
(2) 点 2P の座標を求めよ。 
(3) 点Tn の座標を np の式で表せ。 
(4) 点Pn の座標を n の式で表せ。                   [2014] 
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９  整数 p, q ( 0 )p q≧ ≧ に対して 2 項係数を
!C !( )!p q

p
q p q


と定める。なお, 

0! 1 とする。 
(1) n, k が 0 以上の整数のとき,  1 1

1

1 1C C Cn k k
n k k n k k

  
  

  を計算し, n によら

ない値になることを示せ。 
(2) m が 3 以上の整数のとき, 和

3 3 4 3 5 3 3

1 1 1 1
C C C Cm

    を求めよ。  [2013] 

 
10  1 より小さい正の実数 a に対して, 円 2 2 2( ) : ( 1) ( 1) 2C a x a y a a      と

定める。そのうえで, 数列 na を以下の方法によって定める。 
(i)  1n  のときは, 円 ( )C a が x 軸と接するような定数 a の値を 1a とする。さら

に, 円 1( )C a と x 軸との接点を 1P とし, 円 1( )C a の中心を 1Q とおく。 
(ii) n≧2 のときは, 円 ( )C a が直線 1 1P Qn n  と接するような定数 a の値を na とす

る。さらに, 円 ( )nC a と直線 1 1P Qn n  との接点をPn とし, 円 ( )nC a の中心をQn

とおく。 
このとき, 以下の問いに答えよ。 

(1) 1a を求めよ。 
(2) 2a を求めよ。 
(3)  na の一般項を求めよ。                     [2012] 

 

11  放物線 2xy = と直線 baxy += によって囲まれる領域を 
{ }baxyxyxD += ≦≦2|),(  

とし, D の面積が 2
9 であるとする。座標平面上で, x 座標, y 座標がともに整数である点

を格子点と呼ぶ。 
(1) 0=a のとき, D に含まれる格子点の個数を求めよ。 
(2) a, b がともに整数であるとき, D に含まれる格子点の個数は, a, b の値によらず一

定であることを示せ。                        [2010] 
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12  以下の問いに答えよ。 
(1) x を有理数とする。 27x が整数ならば, x は整数であることを示せ。 
(2) a, b を整数とする。 22 7ba − が 4 の倍数ならば, a と b はともに偶数であること

を示せ。 

(3) r は整数, s は有理数とする。 2 272
r s が整数ならば, s は整数であることを示

せ。                                [2008] 
 
13  n を奇数とする。 
(1) 12 −n は 8 の倍数であることを証明せよ。 
(2) nn −5 は 3 の倍数であることを証明せよ。 
(3) nn −5 は 120 の倍数であることを証明せよ。             [2007] 
 
14  n を自然数とする。n 次多項式 )( xPn は, 1+n 個の整数 nk ,,2,1,0 = に

対して, 12)( −= k
n kP を満たす。 

(1) )()( 12 xPxP − および )()( 23 xPxP − を因数分解せよ。 
(2) )( xPn を求めよ。                         [2004] 

 
15  数列{ }an は次の(i), (ii)を満たすとする。 

(i) a1
1
2

=        (ii) 2n≧ について, a S
Sn

n

n
=

−
2

2 1

2
 

 ただし, S a a an n= + + +1 2  である。 
(1) a2を求めよ。 
(2) n≧2 に対して, Sn をSn−1 で表せ。 
(3) Sn を求めよ。 
(4) n≧2 に対して, an を求めよ。                   [2000] 
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■ 確率 ||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| 

 

１  n を 3 以上の整数とする。座標平面上の 2n 個の点からなる集合 
{ ( , )| 1, 2, 3, , , 1, 2 }x y x n y   

を考える。この集合から異なる 3 点を無作為に選び, その 3 点を線分で結んで得られ

る図形の面積を X とする。ただし, 3 点が同一直線上にあるときは 0X  とする。 
(1) k が 0 以上の整数のとき, X が 2

k となる確率 kp を n と k の式で表せ。 

(2) X が 4
n 以下となる確率を nq とおく。 lim n

n
q


を求めよ。         [2024] 

 

２  1 個のさいころを投げて出た目によって数直線上の点 P を動かすことを繰り返

すゲームを考える。最初の P の位置を 0 0a  とし, さいころを n 回投げたあとの P
の位置 na を次のルールで定める。 

・ 1 7na   のとき, 7na   
・ 1 7na   のとき, n 回目に出た目 m に応じて 

1 1

1

1 1

( 1, 3, 4, 5, 6, 7 )
1 ( 2, 12 )
14 ( ) ( 8, 9, 10, 11 )

n n

n n

n n

a m a m
a a m

a m a m

 



 

         

のとき

のとき

のとき

 

(1) 2 1a  となる確率を求めよ。 
(2) 1n≧ について, 7na  となる確率を求めよ。 
(3) 3n≧ について, 1na  となる確率を求めよ。            [2023] 

 

３  n を自然数とする。n 個のサイコロを同時に投げ, 出た目の積を M とおく。 
(1) M が 2 でも 3 でも割り切れない確率を求めよ。 
(2) M が 2 で割り切れるが, 3 でも 4 でも割り切れない確率を求めよ。 
(3) M が 4 では割り切れるが, 3 では割り切れない確率を求めよ。     [2022] 
 

４  袋に白球と黒球が 5 個ずつ入っている。以下のゲームを n 回続けて行う。 
袋から 1 個の球を取り出す。それが白球ならば 1 点獲得する。黒球ならばさいこ

ろを投げ, 出た目が 3 の倍数ならば 1 点獲得し, そうでなければ得点しない。袋

から取り出した球は戻さない。 
(1) 2n  の場合, 総得点が 2 点となる確率を求めよ。 
(2) 4n  の場合, 総得点が 2 点以上となる確率を求めよ。 
(3) 10n  の場合, 総得点が 8 点以上となる確率を求めよ。        [2021] 
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５  袋の中に 1 から 5 までの整数が書かれたカードが 1 枚ずつ入っている。その中

から 1 枚取り出して戻すという試行を繰り返す。n 回目に取り出したカードに書かれ

た整数を na とし, 1 2n nS a a a    とする。n 回目に初めて nS が 3 の倍数にな

る確率を np とする。 
(1) 2p , 3p を求めよ。 
(2) 2n≧ のとき, np を求めよ。 
(3) 4n≧ とする。 1S , 2S , 3S が 3 の倍数でなく 3 5a  であったとき, n 回目に初め

て nS が 3 の倍数になる条件付き確率 nq を求めよ。           [2020] 
 

６  コインが 5 枚ある。さいころを振って出た目によって, これらのコインを 1 枚

ずつ 3 つの箱 A, B, C のいずれかに入れていく。出た目が 1 であればコインを 1 枚, 
箱 A に入れる。出た目が 2 か 3 であればコインを 1 枚, 箱 B に入れる。出た目が 4
か 5 か 6 であればコインを 1 枚, 箱 C に入れる。さいころを 5 回振ったとき, 次の問

いに答えよ。 
(1) 箱 A と箱 B にコインがそれぞれちょうど 2 枚ずつ入っている確率を求めよ。 
(2) A, B, C いずれの箱にもコインが 1 枚以上入っている確率を求めよ。 
(3) 試行の後に箱 A を開けるとちょうど 2 枚のコインが入っていた。このとき箱 B

にコインがちょうど 2 枚入っている確率を求めよ。           [2019] 
 

７  箱の中に n 枚のカードが入っている。ただし 3n≧ とする。そのうち 1 枚は金

色, 1 枚は銀色, 残りの ( 2)n 枚は白色である。この箱からカードを 1 枚取り出し, 

その色が金なら 50 点, 銀なら 10 点, 白なら 0 点と記録し, カードを箱に戻す。この

操作を繰り返し, 記録した点の合計が k 回目にはじめてちょうど 100 点となる確率

( )P k を求めよ。                           [2018] 

 

８  1 個のさいころを 3 回投げて, 以下のルールで各回の得点を決める。 
・1 回目は, 出た目が得点になる。 
・2 回目は, 出た目が 1 回目と同じならば得点は 0, 異なれば出た目が得点になる。 
・3 回目は, 出た目が 1 回目または 2 回目と同じならば得点は 0, どちらとも異なれ

ば出た目が得点になる。 
3 回の得点の和を総得点とし, 総得点が n となる確率を np とする。 

(1) 総得点 n の最大値, 最小値と, それらの n に対する np を求めよ。 
(2) 6p を求めよ。 
(3) np が最大となるような n と, そのときの np を求めよ。        [2017] 
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９  数直線上の点 Q は, はじめは原点 0x  にあり, さいころを投げるたびに以下の

ルールに従って移動する。Q が x a にあるとき,  
・出た目が 1 ならば x a にとどまる。 
・出た目が 2, 3 ならば 1x a  へ動く。 
・出た目が 4, 5, 6 ならば 0x  に戻る ( 0a  ならば動かない)。 

(1) 整数 0a≧ に対して, さいころを 3 回投げたとき, Q が x a にある確率を求めよ。 

(2) さいころを n 回投げたとき, Q が 0x  にある確率を求めよ。 
(3) さいころを n 回投げたとき, Q が 1x  にある確率を求めよ。      [2016] 
 

10  コインを n 回続けて投げ, 1 回投げるごとに次の規則に従って得点を得るゲーム

をする。 
・コイン投げの第 1 回目には, 1 点を得点とする。 
・コイン投げの第 2 回目以降において, ひとつ前の回と異なる面が出たら, 1 点を得

点とする。 
・コイン投げの第 2 回目以降において, ひとつ前の回と同じ面が出たら, 2 点を得点

とする。 
たとえば, コインを 3 回投げて(裏, 表, 裏)の順に出たときの得点は, 1 1 1 3  

より 3 点となる。また(裏, 裏, 表)の順に出たときの得点は, 1 2 1 4   より 4 点と

なる。コインの表と裏が出る確率はそれぞれ 1
2 とし, このゲームで得られる得点が m

となる確率を ,n mP とおく。このとき, 以下の問いに答えよ。 
(1) 2n≧ が与えられたとき, ,2 1n nP  と ,2 2n nP  を求めよ。 
(2) 2 1n m n≦ ≦ について, ,n mP を n と m の式で表せ。         [2015] 
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11  袋の中に, 赤玉が 3 個, 白玉が 7 個が入っている。袋から玉を無作為に 1 つ取り

出し, 色を確認してから, 再び袋に戻すという試行を行う。この試行を N 回繰り返し

たときに, 赤玉を A 回（ただし 0≦A≦N）取り出す確率を ( , )p N A とする。このと

き, 以下の問いに答えよ。 
(1) 確率 ( , )p N A を N と A を用いて表せ。 

(2) N が 10 の倍数 , すなわち 10N n となる自然数 n があるとする。確率

(10 , 0 )p n , (10 , 1)p n , …, (10 , 10 )p n n のうち, 一番大きな値は (10 , 3 )p n n で

あることを次の手順により証明せよ。 
(i)  0 以上の整数 a, 自然数 b に対して, !

!
b ab ba
≦ を示す。ただし0! 1 とする。 

(ii) 0 以上 10n 以下の整数 m に対して, (10 , ) 1(10 , 3 )
p n m
p n n ≦ を示す。     [2014] 

 
12  1 から 9 までの番号をつけた 9 枚のカードがある。これらを無作為に 1 列に並

べる試行を行う。 
(1) 下記の条件(A)が成り立つ確率を求めよ。 
(2) 下記の条件(B)が成り立つ確率を求めよ。 
(3) 条件(A), (B)が同時に成り立つ確率を求めよ。 

ただし, 条件(A), (B)は次のとおりである。 
(A) 番号 1 のカードと番号 2 のカードは隣り合わない。 
(B) 番号 8 のカードと番号 9 のカードの間には, ちょうど 1 枚のカードがある。 

[2013]  
 

13  さいころを 7 回投げ, k 回目 (1 7)k≦ ≦ に出る目を kX とする。 

(1) 積 1 2X X が 18 以下である確率を求めよ。 
(2) 積 1 2 7X X X が偶数である確率を求めよ。 
(3) 積 1 2 7X X X が 4 の倍数である確率を求めよ。 
(4) 積 1 2 7X X X を 3 で割ったときの余りが 1 である確率を求めよ。    [2012] 
 

14  1k 個 ( 1)k≧ の部屋 0A , 1A , 2A , …, kA がある。千葉君はある部屋から, 

その部屋以外の部屋を等しい確率 1
k で 1 つ選び, そこへ移動する。最初, 部屋 0A にい

た千葉君が, n 回 ( 1)n≧ 部屋を移動した後に部屋 1A にいる確率を求めよ。  [2011] 

 



千葉大学・理系 分野別問題（2000－2024） 

 －19－ 

15  数直線の原点上にある点が, 以下の規則で移動する試行を考える。 
(規則) サイコロを振って出た目が奇数の場合は, 正の方向に 1 移動し, 出た目が偶

数の場合は, 負の方向に 1 移動する。 
k 回の試行の後の, 点の座標を )( kX とする。 

(1) 0)10( =X である確率を求めよ。 
(2) 0)1( ≠X , 0)2( ≠X , …, 0)5( ≠X であって, かつ, 0)6( =X となる確率を求

めよ。 
(3) 0)1( ≠X , 0)2( ≠X , …, 0)9( ≠X であって, かつ, 0)10( =X となる確率を求

めよ。                               [2010] 
 
16  1 から 9 までの番号をつけた 9 枚のカードがある。このなかから無作為に 4 枚

のカードを同時に取り出し, カードに書かれた 4 つの番号の積を X とおく。 
(1) X が 5 の倍数になる確率を求めよ。 
(2) X が 12 の倍数になる確率を求めよ。 
(3) X が平方数になる確率を求めよ。ただし, X は平方数であるとは, ある自然数 n

を用いて 2nX = と表されることである。                [2009] 
 
17  1 から n までの番号が書かれた n 枚のカードがある。この n 枚のカードの中か

ら 1 枚を取り出し, その番号を記録してからもとに戻す。この操作を 3 回繰り返す。

記録した 3 個の番号が 3 つとも異なる場合には大きい方から 2 番目の値を X とする。

2 つが一致し, 1 つがこれと異なる場合には, 2 つの同じ値を X とし, 3 つとも同じなら

その値を X とする。 
(1) 確率 )( kXP ≦ ),,2,1( nk = を求めよ。 
(2) 確率 )( kXP = ),,2,1( nk = を求めよ。 
(3) )( kXP = が最大となる k の値はいくつか。             [2008] 

 
18  1 から 7 までの番号が書かれた 7 枚のカードがある。この中から 4 枚のカード

を同時に取り出す。取り出されたカードに書かれた 4 個の数の和から, 取り出されな

かった 3 枚のカードに書かれた 3 個の数の和を引いた値を X とする。 
(1) 8−=X となる確率を求めよ。 

(2) X が負となる確率を求めよ。 
(3) X の期待値を求めよ。                       [2007] 
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19  1 から 10 までの整数が 1 つずつ書かれた 10 枚のカードがある。この中からカ

ードを 3 枚同時に取り出す。取り出された 3 枚のカードに書かれた 3 つの整数のうち, 
最大のものを除いた残りの 2 つの整数の和を X とする。 
(1) 3=X である確率を求めよ。 
(2) X の期待値を求めよ。                       [2006] 
 
 
■ 論証 ||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| 

 

１  n を自然数とするとき, 次の問いに答えよ。 

(1) k を 1≦k≦n を満たす自然数とするとき,   1C
2

kk
n k k

n n
k 

≦ ≦ が成り立つことを

示せ。ただし knC は二項係数である。 

(2) 不等式  
1

1
2

n k
n

k

n
k

 ＜1 が成り立つことを示せ。 

(3) 不等式  11 3
n

n ＜ が成り立つことを示せ。            [2009] 

 
２  関数 )( xf はすべての実数 x に対して定義され, すべての実数 x で微分可能であ

るとする。このとき, 以下の命題について, 正しければ証明し, 正しくなければ反例を

あげよ。 
(1) 21 xx ＜ を満たすすべての実数 21 , xx に対して )( 1xf ＜ )( 2xf が成り立つとする。

このとき, すべての実数 x に対して )( xf ′ ＞0 である。 
(2) 0)0( =f かつすべての実数 x に対して )( xf ′ ＞0 ならば, +∞=

+∞→
)(lim x

x
f である。 

(3) 0)0( =f かつすべての実数 x に対して )( xf ′ ＞0 ならば, +∞=∫+∞→

x

x
dtt

0
)(lim f で

ある。                               [2003] 
 
３  次の問いに答えよ。 
(1) 3log2 は無理数であることを証明せよ。 
(2) n が正の整数のとき, n2log が整数でない有理数となることはあるかどうか調べ

よ。                                [2002] 
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■ 複素数 ||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| 

 

１  複素数平面上の 3 点P( )z , Q( 1) , R( 3 1 )i  が正三角形をなすとき, 複素

数 z を求めよ。ただし, i は虚数単位である。               [2024] 
 

２  実数 a, b と虚数単位 i を用いて複素数 z が z a bi  の形で表されるとき, a を z
の実部, b を z の虚部とよび, それぞれ Re( )a z , Im( )b z と表す。 

(1) 3z i を満たす複素数 z をすべて求めよ。 
(2) 100z i を満たす複素数 z のうち, 1Re( ) 2z ≦ かつ Im( ) 0z ≧ を満たすものの個

数を求めよ。 
(3) n を正の整数とする。 nz i を満たす複素数 z のうち, 1Re( ) 2z ≧ を満たすもの

の個数を N とする。 3
nN  となるための n に関する必要十分条件を求めよ。 

[2023]  
 

３  以下の問いに答えよ。 
(1) 2 2cos sin5 5w iπ π  とする。ただし, i は虚数単位である。z を 0 でない複素数

とするとき, 次の等式を証明せよ。 

     2 3 4 5
2 3 4 5

1 1 1 1 1 1z wz w z w z w z zz wz w z w z w z z
        

(2) ある定数 C に対して, 等式 

       2 4 6 8sin sin sin sin sin sin55 5 5 5 Cπ π π πθ θ θ θ θ θ      

がすべての実数θ で成り立つことを示せ。また, C の値を求めよ。 
(3) 3sin sin10 10

π π の値を求めよ。                    [2021] 

 

４  複素数平面上で複素数 0, 3 , 3 i を表す点をそれぞれ 1A , 0B , 1B とする。

正の整数 n に対して, 点 1An は線分A Bn n の中点とし, 点 1Bn は直線A Bn n に関して

点 1Bn の反対側にあり, 三角形 1 1A B Bn n n  が三角形 1 0 1A B B と相似になるものとする。

点 An ( 1, 2, 3, )n   が表す複素数を nz とする。 

(1) 複素数 3z を求めよ。 
(2) 複素数 6z を求めよ。 
(3) 正の整数 m に対して, 複素数 6mz の実部と虚部をそれぞれ求めよ。   [2020] 
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５  複素数平面上の点 z 2
iz  に対して, 2

2
z iw z i



とする。 

(1) 点 z が原点を中心とする半径 1 の円周上を動くとき, 点 w の描く図形を求めよ。 
(2) 点 z が点α を中心とする半径 1 の円周上を動くとき, 点 w は原点を中心とする

半径 r の円周を描く。このような r とα の組をすべて求めよ。      [2017] 
 

６  2 2cos sin7 7z iπ π  (i は虚数単位)とおく。 

(1) 2 3 4 5 6z z z z z z     を求めよ。 
(2) 2 4z z zα    とするとき, α α , αα およびα を求めよ。ただし, α はα の共

役複素数である。 
(3) 2 3 4 5 6(1 )(1 )(1 )(1 )(1 )(1 )z z z z z z      を求めよ。        [2016] 

 

７  α は絶対値 1 の複素数とし, 複素数 z に対して, 
α

α
−
−= z

zw 2
2 とおく。ただしα

はα の共役複素数を表す。 
(1) 複素数平面上で, z が原点と点α を通る直線上 2

αただし, 点 を除く を動くとき, 

w の表す点は原点と点α を通る直線上にあることを示せ。 
(2) 複素数平面上で, z が不等式 1＞z を満たすとき, 複素数 w を表す点はどのよう

な図形上を動くか。                         [2005] 
 
８  0＜t＜1 とする。2 次方程式 0122 =+− txx の解の 1 つをα とする。複素数平面

上の 4 点を )0(O , )1(A − , )1(B , )(P α とし, AB を直径とする円を C とする。点

A を通り OP に平行な直線が円 C と交わる A 以外の点を Q とする。 
(1) α を求めよ。 

(2) 四角形 ABPQ の面積が最大となる t の値とそのときの面積を求めよ。  [2004] 
 

９ a を実数とし, z を複素数とする。複素数平面上で, 32 ,,, zzza が表す 4 点が, 

あるひし形の 4 頂点になるとする。ただし, a と 2z が表す頂点は対角線上にあるとす

る。このような a と z の値をすべて求めよ。               [2003] 
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10  次の問いに答えよ。 
(1) 複素数平面上で方程式 ziz 23 =− が表す図形を求め, 図示せよ。 

(2) 複素数 z が(1)で求めた図形から iz = を除いた部分を動くとき, 複素数
iz
izw

−
+=

で表される点の軌跡を求め, 図示せよ。                [2002] 
 
11  i を虚数単位とし, 複素数 z に共役な複素数を z で表す。 
(1) a を実数の定数とする。条件 ))((1 zziaz −+=− を満たす複素数平面上の点 z の

全体が直線であるとき, a の値を求めよ。 
(2) 実軸上にない複素数α に対して, 3 点 α,1,0 を通る複素数平面上の円の中心を

β とする。このとき, β をα とα を用いて表せ。 

(3) βα , を(2)の複素数とする。点α が(1)の直線上を動くとき, 
α
β
は一定であること

を証明せよ。                            [2001] 
 
12  s, t は 0＜s＜1, 0＜t＜1 を満たす実数とし, α = si , β = tとおく。ここで, iは
虚数単位である。複素数 γ は実部と虚部が正であるものとし, 複素数平面上で, α , 
β , γ は正三角形をなすとする。 

(1) γ α
β α
−
−

を求めよ。 

(2) s, t が上記の範囲を動くとき, γ が描く図形を図示せよ。        [2000] 

 
 
■ 曲線 ||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| 

 

１  双曲線 2 2 1x y  ……①の漸近線 y x ……②上の点 0 0 0P : ( , )a a (ただし

0 0a  )を通る双曲線①の接線を考え, 接点を 1Q とする。 1Q を通り漸近線②と垂直に

交わる直線と, 漸近線②との交点を 1 1 1P : ( , )a a とする。次に 1P を通る双曲線①の接

線の接点を 2Q , 2Q を通り漸近線②と垂直に交わる直線と, 漸近線②との交点を

2 2 2P : ( , )a a とする。この手続きを繰り返して同様にして点P : ( , )n n na a , Qn を定義

していく。 
(1) Qn の座標を na を用いて表せ。 
(2) na を 0a を用いて表せ。 
(3) △ 1P Q Pn n n の面積を求めよ。                   [2015] 
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■ 極限 ||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| 

 

１  半径 1, 中心 O の円 C がある。2 つの円 1C と 2C が次の 2 つの条件を満たすとす

る。 
・ 1C と 2C はどちらも C に内接する。 
・ 1C と 2C は互いに外接する。 
円 1C , 2C の中心をそれぞれ D, E とし, 半径をそれぞれ p, q とする。 DOEθ  と

おく。以下の問いに答えよ。 
(1) q を p とθ を用いて表せ。 

(2) p を固定する。θ が 0 に近づくとき, 2
q
θ

の極限値を求めよ。 

さらに, 円 3C が次の 2 つの条件を満たすとする。 
・ 3C と 1C は半径が等しい。 
・ 3C は C に内接し, 1C , 2C のどちらとも外接する。 
このとき以下の問いに答えよ。 

(3) 2 1p   のとき, q の値を求めよ。 

(4) θ が 0 に近づくとき, q
p の極限値を求めよ。             [2024] 

 

２  2 つの実数 a, b は0 b a  を満たすとする。関数 ( )1( ) ( )a b x axx e eb
   f の

最大値を ( , )M a b , 最大値をとるときの x の値を ( , )X a b と表す。ここで, e は自然

対数の底である。 
(1) ( , )X a b を求めよ。 
(2) 極限

0
lim ( , )

b
X a b


を求めよ。 

(3) 極限
0

lim ( , )
b

M a b


を求めよ。                   [2023] 
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３  r は 0＜r＜1 を満たす実数とする。座標平面上に 1 辺の長さが nr の正方形 nR  
( 0, 1, 2, 3, )n   があり, その頂点を反時計まわりに An , Bn , Cn , Dn とする。

さらに nR は次の条件(i), (ii)を満たすとする。 
(i)  正方形 0R の頂点は 0A (0, 0 ) , 0B (1, 0 ) , 0C (1, 1) , 0D (0, 1)である。 

(ii) 1A Cn n  で, 点 1Dn は辺C Dn n 上にある。 
このとき以下の問いに答えよ。 

(1) 点 2A , 3A , 4A の座標を r を用いて表せ。 
(2) 4A n の座標を ( , )n nx y  ( 0, 1, 2, 3, )n   とおく。 1n nx x  および 1n ny y 

を r, n の式で表せ。 
(3) lim n

n
x


, lim n

n
y


を r を用いて表せ。                 [2011] 

 
 
■ 微分法 ||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| 

 

１  座標平面上に曲線 1:C y x および 3 点A( 1, 1)  , B( 1, 0 ) , D(1, 0 )があ

る。曲線 C 上の点  1P ,t t に対して, 直線 AP と直線 2y  の交点を Q とする。た

だし, P が A と等しいとき, 直線 AP とは A における C の接線のこととする。また, 
直線 BQ に点 D から下ろした垂線と直線 BQ の交点を R とする。 
(1) 点 P が曲線 C 上を動くとき, 点 R の軌跡を求めよ。 
(2) 直線 PR が原点を通るような実数 t の個数を求めよ。         [2021] 
 

２  a は 0 でない定数とする。2 つの放物線 2y x と 2 31
2 4

ax ya  の両方に接す

る直線がちょうど 3 本となるような a の範囲を求めよ。          [2020] 
 

３  座標平面上の円 C は, 点 (0, 0 )を通り, 中心が直線 0x y  上にあり, さらに

双曲線 1xy  と接する。このとき, 円 C の方程式を求めよ。ただし, 円と双曲線があ

る点で接するとは, その点における円の接線と双曲線の接線が一致することをいう。 
[2019]  
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４  a を正の数とし, t は0 t a≦ ＜ を満たす数とする。点 2( , ( ) )t t a における曲線

2( )y x a  の接線と, x 軸および y 軸で囲まれた領域を ( )D t とする。 
(1) 領域 ( )D t の表す図形の面積を a および t を用いて表せ。 
(2) 領域 ( )D t の表す図形の面積の最大値, およびそのときの t の値を a を用いて表

せ。 
(3) s は0 s t≦ ≦ を満たす数とする。領域 ( )D t と領域 ( )D s を合わせてできる領域

( ) ( )D t D s の表す図形の面積の最大値, およびそのときの s と t の値を a を用い

て表せ。                              [2018] 
 

５  曲線 C は曲線 xy e を平行移動したものとする。C と曲線 xy e は x 座標が

t ( 0 )t≧ である点を共有し, その点で共通の接線をもつとする。C と x 軸と y 軸とで

囲まれた部分の面積を ( )S t とする。 

(1) C の方程式を求めよ。 
(2) ( )S t を求めよ。 
(3) ( )S t が最大となるような t の値がただ 1 つ存在することを示せ。    [2017] 

 

６  以下の問いに答えよ。 
(1) 0x  において, 不等式 log x x を示せ。 
(2) 1 a b  のとき, 不等式 2

1 1
log log ( log )

b a
a b a a

  を示せ。 

(3) x e≧ において, 不等式 2
1 1log( log )log( 1) 22( log )

x

e
dt xt t x

 
 ≧ を示せ。ただ

し, e は自然対数の底である。                    [2016] 
 
７ c を実数とし, 曲線 2y x c  ……①と曲線 logy x ……②の共通接線を考える。 
(1) 共通接線の本数を, 実数 c の値によって答えよ。 
(2) 共通接線が 1 本であるとき, その接線と①, ②それぞれとの接点を求めよ。 
(3) 共通接線が 1 本であるとき, ①, ②と x 軸で囲まれる図形の面積を求めよ。 

[2015]  
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８  関数 sin( ) ( sin2 2cos )xx e x x f について, 以下の問いに答えよ。 

(1) 2

2

( )x dx
π

π f の値を求めよ。 

(2) 0 2x π≦ ＜ における ( )xf の最大値を求めよ。 
(3) x≧0 のとき 2( 2 2) ( )xx x e x  ≧ f が成り立つことを示せ。      [2014] 

 
９  xx 1)( =f とし, また実数 a, b について baxex +−=)(g とおく。ただし, e は自然

対数の底である。次の問いに答えよ。 
(1) x＞0 においてつねに )()( xx gf ≧ が成り立つために a, b が満たすべき条件を求

めよ。 
(2) )( xy g= のグラフが点 )1,1( で )( xy f= のグラフと接するように a, b を定めた

ときの )( xg を )(1 xg とする。同様に )( xy g= のグラフが点 ( )2
1,2 で )( xy f= の

グラフと接するように a, b を定めたときの )( xg を )(2 xg とする。このとき , 
)(1 xy g= と )(2 xy g= の交点を求めよ。 

(3) (2)で定めた )(1 xy g= , )(2 xy g= と )( xy f= の 3 つの曲線で囲まれる図形の面

積を求めよ。                            [2009] 
 

10  e を自然対数の底とし, 4
3log2

1
4
1)( 2 ++= xxx ef とする。 

(1) 曲線 )( xy f= の 2 接線で, 互いに垂直であるものをすべて求めよ。 
(2) 直線 l は曲線 )( xy f= の接線で, 原点を通りかつ傾きが正とする。l の方程式は

xy = であることを示せ。 
(3) 曲線 )( xy f= と 2 直線 ex = , xy = で囲まれた図形の面積を求めよ。  [2007] 

 

11  0≠a , 0≠b とする。 cxbxax ++= coscos)( 2f について, )( xy f= のグラフ

が x 軸と原点で接しているとする。 
(1) )( xy f= のグラフが x 軸と接する点の x 座標をすべて求めよ。 

(2) さらに 0)(
2

0
=∫

π
dxxf が成り立っているとき, 0)( =xf )20( π≦≦ x を満たす

x の値をすべて求めよ。                       [2006] 
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12  3 次関数 )( xf および 2 次関数 )( xg を, 3)( xx =f , cbxaxx ++= 2)(g とし, 

)( xy f= と )( xy g= のグラフが点 ( )8
1,2

1 で共通の接線をもつとする。このとき以

下の問いに答えよ。 
(1) b, c を a を用いて表せ。 
(2) )()( xx gf − の 0≦x≦1 における最小値を a を用いて表せ。      [2004] 

 
13  実数 t に対して, u の 3 次方程式 0233 =+− tuu の実数解のうちで絶対値が最小

のものを )( tf とする。 
(1) 媒介変数 t を用いて, )( tx f= , ty 2−= （t は実数）と表される曲線を図示せよ。 
(2) 関数 )( tf が連続でない t の値を求め, )( tf のグラフをかけ。      [2003] 

 
14  a は定数とし, n は 2 以上の整数とする。関数 axxaxx n −= log)(f )0( ＞x の最

小値が 1− のとき, 定積分 ∫
e

dxx
1

)(f の値を n と自然対数の底 e を用いて表せ。 

[2003]  
 

15  a, b を整数とする。3 次関数 bxaxxx 2)( 23 ++=f が, 0＜x＜2 の範囲で極大値

と極小値をもつとき, a, b の値を求めよ。                 [2001] 
 

16  a, b を実数, e を自然対数の底とする。すべての実数 x に対して baxex +≧ が成

立するとき, 以下の問いに答えよ。 
(1) a, b の満たすべき条件を求めよ。 

(2) 次の定積分 ∫ −−
1

0
)( dxbaxex の最小値と, そのときの a, b の値を求めよ。 

[2001]  
 
 

■ 積分法 ||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| 

 

１  定積分
2
3 2

0
sinx x dx

π

 を求めよ。                 [2024] 
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２  関数 3 2( ) cos 5 sin 2x x x  f について, 以下の問いに答えよ。 

(1) ( )xf の最大値を求めよ。 

(2) 
2

0
( )x dx

π

 f を求めよ。 

(3) 3( ) ( )
t

t
S t x dx

π
  f とおく。このとき, ( )S t の最大値を求めよ。   [2023] 

 

３  正の整数 m, n に対して, 
1

1

0
( , ) ( 1) nm m xA m n m n x e dx    とおく。 

(1) 
1

( , ) 1ne A m n


≦ ≦ を証明せよ。 
(2) 各 m に対して, lim ( , )m

n
b A m n


 を求めよ。 

(3) 各 n に対して, lim ( , )n
m

c A m n


 を求めよ。             [2022] 

 

４  n を正の整数とする。 

(1) 3 3 2

0 0
tan tann nd d

π π

θ θ θ θ  を n の式で表せ。 

(2) 3 7

0
tan d

π

θ θ を求めよ。                      [2019] 

 

５  (1) 次の定積分を求めよ。 
0

( ) sin( )
x

t xx e t x dt f  

(2) (1)で求めた x の関数 ( )xf に対し, 極限値
0

( )lim
x

x
x

f
を求めよ。     [2018] 

 

６  0 以上の整数 n に対して, 整式 ( )nT x を 

0( ) 1T x  , 1( )T x x , 1 2( ) 2 ( ) ( )n n nT x xT x T x    ( 2, 3, 4, )n    

で定める。このとき, 以下の問いに答えよ。 
(1) 0 以上の任意の整数 n に対して, cos( ) ( cos )nn Tθ θ となることを示せ。 

(2) 定積分
1

1
( )nT x dx

 の値を求めよ。                 [2015] 
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７  n, m を 0 以上の整数とし, 2
,

0
cos sinn m

n mI d
π

θ θ θ  とおく。このとき, 以下

の問いに答えよ。 
(1) n≧2 のとき, ,n mI を 2, 2n mI   を使って表せ。 

(2) 次の式 
1

2 1, 2 1
0

1 (1 )2
n m

n mI x x dx    を示せ。 

(3) 次の式  0 1C C C! ! ( 1)( 1)! 1 2 1
mm m m mn m

n m n n n m    
     

 を示せ。ただし

0! 1 とする。                           [2014] 
 
８  以下の問いに答えよ。 
(1) 関 数 ( )xf は 第 2 次 導 関 数 ( )xf が 連 続 で , あ る a b に 対 し て , 

( ) ( ) 0a b  f f を満たしているものとする。このとき 

 ( ) ( ) ( )2
b

a

a bb a x x dx   f f f  

が成り立つことを示せ。 
(2) 直線道路上における車の走行を考える。ある信号で停止していた車が, 時刻 0 で

発進後, 距離 L だけ離れた次の信号に時刻 T で到達し再び停止した。この間にこの

車の加速度の絶対値が 2
4L
T

以上である瞬間があることを示せ。      [2012] 

 

９  20
( )

1

x dtx x
t


f , 2( ) log(1 )x x g （x は実数）とおく。ただし, log x は

x の自然対数を表す。 

(1) 
1

0
( )x dx f の値を求めよ。 

(2) x＞0 のとき ( ) ( )x x＞f g であることを証明せよ。 

(3)   2 2

1

1lim log( ) 2log
n

n k
k n nn 

  の値を求めよ。          [2011] 

 

10  a, b は実数とする。関数 )( xf は, ∫−++=
π

π
dtttxbxax cos)(cossin)( ff を

満たし, かつ ππ ≦≦x− における最大値は π2 である。このとき, { }∫−
π

π
dxx 2)(f を

最小にする a, b の値と, その最小値を求めよ。              [2010] 
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11  次の問いに答えよ。 

(1) 置換 θ3tan=x により, 定積分 ( )∫
+

−
33

1 3 23 2 1
11 dx

xx
を求めよ。 

(2) t＞1 に対して, ∫
+

=
t

dx
x

t
1 3 21

1)(g と定める。t→∞のとき batt −)(g が収束す

るような正の実数 a, b を求めよ。                   [2009] 
 

12  x の関数 ∫
+

−
−=

2

2
)5()(

x

x
dyyyxf の 2≦x における最小値を求めよ。  [2007] 

 

13  関数 xxx cos72cos3)( +=f について, ∫
π

0
)( dxxf を求めよ。    [2005] 

 

14  n を 2 以上の整数とし, ∫=
x

dtnttxI
0

sinsin)( )0( ≧x と定める。 

(1) 2=n のとき, )( xI の最大値を求めよ。 

(2) )( xI の最大値が
12 −n

n であるならば, n は偶数であることを証明せよ。 [2002] 

 

 
■ 積分の応用 ||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| 

 

１  関数 2( ) x xx e e f について以下の問いに答えよ。 
(1) 関数 ( )xf の最小値を求めよ。 
(2) ( ) 2x f となる x の値をすべて求めよ。 
(3) (2)で求めた x の値のうち最小のものを 1a , 最大のものを 2a とする。 ( )y x f の

グラフ, x 軸, 直線 1x a , 直線 2x a で囲まれる図形を x 軸のまわりに 1 回転して

できる立体の体積を求めよ。                     [2024] 
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２  2 曲線 1 : axC y e , 2 : logC y a x b  は, x 座標が t (0 1)t  の点で接してい

て, 0a  であるとする。ただし, 2 曲線が点 P で接するとは, P を共有し, P における

接線が一致することである。 
(1) a および b を t の式で表せ。 
(2) 曲線 1C と x 軸, y 軸および直線 x t で囲まれた部分の面積を 1( )S t とする。極限

値 1
1 0

lim ( )
t

S t
 

を求めよ。 

(3) 曲線 2C と x 軸および直線 x t で囲まれた部分の面積を 2( )S t とする。極限値

2
1 0

lim ( )
t

S t
 

を求めよ。                        [2021] 

 

３  t を実数とし, 不等式 
2 2 2 2( 2 )( 3 ) 0x x y x x y    ≦ , 1t x t ≦ ≦  

の表す xy 平面上の領域を x 軸のまわりに 1 回転してできる立体の体積を ( )V t とする。

t が1 2t≦ ≦ の範囲を動くとき, ( )V t の最大値を求めよ。         [2020] 

 

４  2 点O(0, 0) , A(0, 2)を直径とする円周から O を除いた部分を点 Q が動く。

点 A を通り x 軸に平行な直線と直線 OQ の交点を R とする。点 Q を通り x 軸と平行

な直線と, 点 R を通り y 軸と平行な直線との交点を P とする。点 P の軌跡を C とす

る。 
(1) C の方程式を求めよ。 
(2) 正の実数 a に対して, C と x 軸と 2 直線 x a , x a によって囲まれる図形を, 

x 軸のまわりに 1 回転してできる立体の体積を ( )V a とする。このとき, lim ( )
a

V a


を求めよ。                             [2016] 
 

５  a は 0 でない実数とする。直線 y ax と曲線 log( 1)y x x  で囲まれる図形の

面積を求めよ。                            [2013] 
 
６  関数 xy log= のグラフ G 上に動点 A, B があり, それぞれの x 座標を a, b とす

る。A における接線と B における接線が直交し, a＞0 であるとき, 以下の問いに答え

よ。 
(1) ab を求めよ。 
(2) 線分 AB の中点の存在範囲を求めよ。 
(3) 直線 AB が点 )0,1( を通り, 1≠a を満たすとき, 直線 AB と G で囲まれる図形

の面積を求めよ。                          [2008] 
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７  媒介変数表示 θcos=x , 2tancos2 θθ ⋅=y ( )20, πθ ≦≦ただし  が表す曲線を

C とする。 
(1) y を最大にするθ の値をα とするとき, αcos の値を求めよ。 
(2) 曲線 C と x 軸で囲まれた図形の面積を求めよ。            [2007] 
 

８  関数 )( xf を次のように定義する。 
( 1)( )

1 ( 1)
x x

x
x

 
f

≦

＞
 

また, baxxx ++−= 2)(g とする。 )( xy g= のグラフが )( xy f= のグラフと 2 点

で接するとき, 次の問いに答えよ。 
(1) a, b の値を求めよ。 
(2) )( xy f= と )( xy g= のグラフで囲まれる部分の面積を求めよ。    [2006] 

 

９  以下において xlog は自然対数を表す。 
(1) 

ea 1＞ のとき, x＞0 に対し xx a log＞ であることを示せ。 

(2) 
ea 1＞ のとき, 0loglim

0
=

+→
xx a

x
が成り立つことを示せ。 

(3) 
et 10 ＜＜ として, 曲線 xxy log= )1( ≦≦ xt および x 軸と直線 tx = で囲まれた

部分を, y 軸のまわりに回転して得られる図形の体積を )( tV とする。このとき, 
)(lim

0
tV

t +→
を求めよ。                        [2005] 

 
10 xy 平面上の動点 A は原点 )0,0(O を出発し, x 軸上を点 )0,2( まで動くとする。

また動点 B は点 )1,0( を出発し, 1OBAB == なる条件を満たしながら第 1 象限を点

)0,1( まで動くとする。点 P は線分 AB 上の点で OA2BP = を満たす。 

(1) θ=∠AOB とするとき, 点 P の座標をθ で表せ。ただし点 A が点 O と一致する

ときを除く。 
(2) 点 P の軌跡と x 軸, y 軸で囲まれた部分の面積 S を求めよ。       [2004] 
 



千葉大学・理系 分野別問題（2000－2024） 

 －34－ 

11  座標空間内の 6 点 A ( , , )0 0 1 , B( , , )1 0 1 , ( )C 1
2

3
2

1, , , D( , , )0 0 0 , 

E( , , )1 0 0 , ( )F 1
2

3
2

0, , がある。動点 P は A を出発し, B, C, A の順に△ABC

の周を一定の速さで一周する。P と同時に動点 Q は E を出発し, F, D, E の順に

△DEFの周を P と同じ速さで一周する。線分 PQ が動いて作られる図形と△ABC, 
△DEFによって囲まれる立体を K とする。 
(1) AP = t ( )0 1≦ ≦t のとき, 点 Q の座標を t で表せ。 
(2) (1)の P, Q に対して, 線分 PQ と平面 z a= ( )0 1≦ ≦a との交点R( )t の座標を求

めよ。 
(3) 平面 z a= ( )0 1≦ ≦a による K の切り口の面積S a( )を求めよ。 

(4) K の体積 V を求めよ。                       [2000] 
 
12  長さ 1 の棒 PQ が座標平面上にある。P はA ( , )1 0 から出発し, x 軸上を原点 O
まで動き, Q は O を出発し, B( , )0 1 まで y 軸上を動く。この棒の上に動点 R があり, 

つねにPR AP= であるとする。 
(1) ∠ =OQP θ としたとき, R の座標をθで表せ。 
(2) R が動いてできる曲線と x 軸, y 軸によって囲まれる図形の面積を求めよ。 

[2000]  

 



 －35－ 

 

 

 

 

分野別問題と解答例 

 

関 数／図形と式／図形と計量／ベクトル 

整数と数列／確 率／論 証 

複素数／曲 線／極 限 

微分法／積分法／積分の応用 
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 問 題  

n を正の整数とする。x の関数 3 2( ) 2 (2 3) 1x x nx n x    f について以下の問

いに答えよ。 
(1) α を ( ) 0x f の 1 つの解とする。  1

1 α
f の値を求めよ。 

(2) 方程式 ( ) 0x f は異なる 3 つの実数解をもつことを示せ。 
(3) 方程式 ( ) 0x f の解で 2 番目に大きいものを nβ とする。極限 lim n

n
β


を求めよ。 

[2024]  
 
 解答例  

(1) 3 2( ) 2 (2 3) 1x x nx n x    f に対し, ( ) 0x f の 1 つの解をα とするとき,  

     3 21 1 1 12 (2 3) 11 1 1 1n n
α α α α

     
   

f  

    2 3
3

1 {1 2 (1 ) (2 3)(1 ) (1 ) }
(1 )

n nα α α
α

       


 

    2 3
3

1 { 1 (2 3) 2 }
(1 )

n nα α α
α

     
 3

( ) 0
(1 )

α
α

 

f  

(2) 2( ) 3 4 2 3x x nx n    f となり, ( ) 0x f の判別式 D は, 1n≧ から,  
2 2 24 4 3(2 3) 4 6 9 (2 3) 6 0D n n n n n n           

そこで, ( ) 0x f の 2 実数解を ,n nx p q  
( )n np q とおくと, ( )xf の増減は右表のよ

うになる。そして, (0 ) 1 0 f であり,  
(1) 1 2 2 3 1 1 0n n      f  

さらに, lim ( )
x

x


f , lim ( )
x

x


f から, ( ) 0x f は, 0x  , 0 1x  , 

1 x に 1 つずつ, 合わせて 3 つの実数解をもつ。 
(3) ( ) 0x f の解で 2 番目に大きいものを nβ とし, 他の 2 つ

の解を nα , nγ ( )n n nα β γ  とおく。 

ここで, (1)から, 1
1 nβ

と 1 1111 1
n

n
β

β

 




も解になり, 

0 1nβ  から, 1 11 nβ



, 11 0

nβ
  なので,  

11n
n

α
β

  , 1
1n

n
γ

β



 

このとき, ( ) 0nq f から n nqγ   1
1 n

n
q

β



となり, 1 1 n

nq β  より,  

11 1n
nq β   ………(＊) 

x … np  … nq  … 
( )xf  ＋ 0 － 0 ＋ 
( )xf  

        

O x 

y 

1

1 
nβ

np
nqnα

nγ
1
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n のとき, 
2

311 1 1
2 (2 3) 6nq n n n

   
  

であるので, (＊)から,  

lim 1n
n

β


  

 
 コメント  

3 次関数と 3 次方程式の解についての問題です。(2)では極値の符号を求める予定で

したが, 計算難のため特別な値に注目しています。また, (3)は nγ と nq の関係に着目し

ましたが, 他にもいろいろな方法があるでしょう。 
 



千葉大学・理系 関数（2000－2024） 

 －38－ 

 問 題  

a, b, c は実数とし, 4 2( ) 2x x bx cx   f とおく。さらに 4 次方程式 ( ) 0x f

は異なる 2 つの実数解α , β と 2 つの虚数解をもち, ( 1)aα β   , 1
aαβ  を満

たすと仮定する。 
(1) b, c を a を用いて表せ。 
(2) a のとり得る値の範囲を求めよ。 
(3) b のとり得る値の範囲を求めよ。                  [2011] 
 
 解答例  

(1) 実数α , β に対し, ( 1)aα β   , 1
aαβ  を満たす 2 次方程式は,  

2 1( 1) 0x a x a    ………① 

さて, 4 2( ) 2x x bx cx   f に対して, 4 次方程式 ( ) 0x f は異なる 2 つの実

数解α , β と 2 つの虚数解をもつことより, k を定数として,  
4 2 2x bx cx    2 21( 1) ( 2 )x a x x kx aa      ………② 

②の両辺の係数を比較すると, 1 0k a   ………③ 
12 ( 1)a k a ba    ………④, 2 ( 1) ka a ca   ………⑤ 

③より, 1k a  となり, ④⑤に代入すると,  
2 21 12 ( 1) 1b a a aa a       ………⑥ 

21 12 ( 1) 2 2 1ac a a a aa a
       ………⑦ 

(2) ①は異なる 2 つの実数解をもつことより,  
23 22 ( 1)( 3 4 )2 44( 1) 0a a aa a aD a a a a

         ＞  

すると, 2 3 4 0a a  ＞ より, 0, 1a a＜ ＜ ………⑧ 
また, ②③から, 2 ( 1) 2 0x a x a    は 2 つの虚数解をもつことより,  

2 2( 1) 8 6 1 0D a a a a      ＜  
よって, 3 2 2 3 2 2a ＜ ＜ ………⑨ 
以上より, ⑧⑨をともに満たす a の範囲は, 1 3 2 2a ＜ ＜  

(3) 2 1( ) 1a a a  g とおくと, ⑥より, ( )b a g となり, 1 3 2 2a ＜ ＜ で,  

2
1( ) 2 0a a
a

   ＜g  

よって, ( )ag は単調に減少し, (3 2 2 ) ( ) (1)a ＜ ＜g g g  



千葉大学・理系 関数（2000－2024） 

 －39－ 

すると, (3 2 2 ) 15 14 2  g , (1) 1g から, b のとり得る値の範囲は,  
15 14 2 1b  ＜ ＜  

 
 コメント  

高次方程式についての基本問題です。(1)では, 最初, ( )xf を 2 1( 1)x a x a   で

割ろうとしましたが, 係数が複雑になりすぎると予測し, 方針転換をして恒等式②で

計算を進めました。 
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 問 題  

t を 0 以上の実数とし, O を原点とする座標平面上の 2 点 2P( , )p p , 2Q( , )q q で 3

つの条件 PQ 2 , p q , p q t  を満たすものを考える。△OPQ の面積を S と

する。ただし, 点 P または点 Q が原点 O と一致する場合は 0S  とする。 
(1) p と q をそれぞれ t を用いて表せ。 
(2) S を t を用いて表せ。 
(3) 1S  となるような t の個数を求めよ。               [2017] 
 解答例  

(1) 点 2P( , )p p , 2Q( , )q q ( )p q に対して, PQ 2 より,  
2 2 2 2( ) ( ) 4q p q p    , 2 2( ) {1 ( ) } 4q p q p     

ここで, p q t  ( 0 )t≧ ……①より,  
2( ) (1 ) 4q p t   , 2

1
q p

t
 


………② 

①②より,  1 2
2 1

q t
t

 


1
2 1
t

t
 


………③ 

 1 2
2 1

p t
t

 


1
2 1
t

t
 


………④ 

(2) △OPQ の面積を S とすると, ③④より,  
2 21 1 ( )2 2S pq p q pq q p     1 1 2

2 4 1 1
t

t t
  

 
 

 
2 41
4(1 )1
t t

tt
 


2 4
4(1 ) 1

t t
t t
 


 

 

(3) 条件より 1S  なので, 
2 4 1

4(1 ) 1
t t

t t
 


 

となり,  

2 4 4(1 ) 1t t t t     , 2 2 3( 4 ) 16(1 )t t t    ………⑤ 

⑤を展開してまとめると, 4 3 214 55 56 0t t t t    となり,  
0t  ………⑥, 3 214 55 56 0t t t    ………⑦ 

ここで, 3 2( ) 14 55 56t t t t   f とおくと,  
2( ) 3 28 55t t t   f ( 11)(3 5)t t    

すると , ( )tf の増減は右表のようになり , 

0t  において⑦の解はただ 1 つ存在する。 
以上より, ⑤の解すなわち 1S  となる t の個数は, ⑥を合わせて 2 である。 

 コメント  

放物線を題材にした図形と式についての問題です。(3)では, 同値変形とはいうもの

の, 両辺を 2 乗して 4 次方程式⑤を導く段階で少し躊躇しましたが……。 

t 0 … 11 … 
( )tf   － 0 ＋ 
( )tf  56       

P 

Q 

O p q x 

y 

2p

2q
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 問 題  

座標平面上に, 原点を中心とする半径 1 の円と, その円に外接し各辺が x 軸または

y 軸に平行な正方形がある。円周上の点 ( cos , sin )θ θ  0 2
πθ ただし における接

線と正方形の隣接する 2 辺がなす三角形の 3 辺の長さの和は一定であることを示せ。

また, その三角形の面積を最大にするθ を求めよ。            [2014] 
 
 解答例  

原点を中心とする半径 1 の円周上の点 ( cos , sin )θ θ  

 0 2
πθ  における接線の方程式は,  

cos sin 1x yθ θ   
直線 1x  と連立して, sin 1 cosy θ θ  , 1 cos

siny θ
θ

  

そこで, AP PB BAL    とすると, PAB θ  となる

ことを用いて,  

  1 cos 11 1 tansin cosL θ θ
θ θ

    sin cos 1 cos sin 1
sin cos

θ θ θ θ
θ θ

      

 
2( sin cos ) 1

sin cos
θ θ

θ θ
 

 1 2sin cos 1
sin cos

θ θ
θ θ

  2  

また, △APB の面積を S とすると,  

 21 cos1 1 tan2 sinS θ θ
θ

 
2

2
( sin cos 1) sin

cos2sin
θ θ θ

θθ
 

   

 
2( sin cos 1)

2sin cos
θ θ

θ θ
 


2

2
( sin cos 1)
( sin cos ) 1

θ θ
θ θ
 


 

………(＊) 

ここで,  sin cos 2 sin 4t πθ θ θ    とおくと, 0 2
πθ  より1 2t＜ ≦ と

なり, (＊)から,  
2

2
( 1) 1 211 11
t tS t tt
    

 
 

よって, S が最大となるのは, 2t  すなわち 4
πθ  のときである。 

 
 コメント  

三角関数の図形への応用問題です。問題文を丁寧に読まないと, 円と正方形の位置

関係について, ミスをしてしまいそうです。 
 

θ 
1 

1 P Q 

R S 

O 

A 

B 

x 

y 
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 問 題  

a, b を実数とし, 0a  とする。放物線
2

4
xy  上に 2 点  

2
A , 4

aa ,  
2

B , 4
bb を

とる。点 A における放物線の接線と法線をそれぞれ Al と An , 点 B における放物線の

接線と法線をそれぞれ Bl と Bn とおいたとき, Al と Bl が直交しているものとする。2
つの接線 Al , Bl の交点を P とし, 2 つの法線 An , Bn の交点を Q とする。 
(1) b を a を用いて表せ。 
(2) P, Q の座標を a を用いて表せ。 
(3) 長方形 AQBP の面積が最小となるような a の値と, そのときの面積を求めよ。 

[2013]  
 
 解答例  

(1) 
2

4
xy  より 2

xy  となり, 点  
2

A , 4
aa における接

線 Al ,  
2

B , 4
bb における接線 Bl の傾きは, それぞれ 2

a , 

2
b である。 

ここで, Al と Bl が直交していることより,  
12 2

a b  , 4b a ………① 

(2) まず, 
2

A : ( )4 2
a al y x a   より, 

2

2 4
a ay x  ………② 

2
B : 2 4

b bl y x  ………③ 

②③を連立すると, 
2 2

2 4 2 4
a a b bx x   より, 

2 2
( ) 2

a ba b x   となり,  

2
a bx  , 

2

2 2 4 4
a ba a aby      

①を代入すると, 2
2
ax a  , 1y  より,  2P , 12

a
a  となる。 

また, 四角形 AQBP は長方形なので, 対角線 AB の中点 
2 2

,2 8
a b a b  と対角

線 PQ の中点が一致することより, Q( , )x y とおくと, ①から,  

2
a bx  2

2
a

a  ,  
2 2 22

2 2
161 42 ( 1) 1 18 4 4

a b ay a
a a

           

よって,  
2

2
2 4Q , 12 4

a a
a a

   となる。 

 
 

P 

A 

Q 

B 
O x 

y 

b a 
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(3) 長方形 AQBP の面積を S とおくと,  

 
2

2
1 4 1 ( 1) ( )2 4

aS a b
a

        
2

2
1 4 422 4

a a aa
     

     32
2

161 4 1 488 8a a aa aa
       

ここで, 相加平均と相乗平均の関係より, 4 2 4 4a a ≧  

なお, 等号は, 4a a すなわち 2a  のとき成立する。 

以上より, S は 2a  のとき最小値 31 4 88   をとる。 

 
 コメント  

放物線の接線と法線を題材とした問題ですが, 長方形の性質を利用して, 計算量を

減らしています。 
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 問 題  

放物線 2y x 上の点 2( , )a a における接線を al とする。 
(1) 直線 al が不等式 2 2 5y x x   の表す領域に含まれるような a の範囲を求めよ。 
(2) a が(1)で求めた範囲を動くとき, 直線 al が通らない点 ( , )x y 全体の領域 D を図

示せよ。 
(3) 連立不等式 2 2( )( 2 5) 0y x y x x    ≦ , ( 5) 0y y ≦ の表す領域を E とする。

D と E の共通部分の面積を求めよ。                  [2012] 
 
 解答例  

(1) 2y x に対して, 2y x  となり, 点 2( , )a a における接線 al の方程式は,  
2 2 ( )y a a x a   , 22y ax a  ………① 

直線 al が不等式 2 2 5y x x   ……②の表す領域に含まれることより, ①を②

に代入して,  
2 22 2 5ax a x x    , 2 22( 1) 5 0x a x a     ………③ 

③が任意の x に対して成立することより,  
2 24 ( 1) ( 5)D a a     22( 2) 0a a     

すると, ( 2)( 1) 0a a   より, 1 2a   である。 
(2) 直線 al が通らない点 ( , )x y は, ①より, 2 2 0a xa y   が 1 2a   に実数解

をもたない条件として求めることができる。 
ここで, 2 2 2( ) 2 ( )a a xa y a x x y      f とおくと,  

(i)  1x ≦ のとき 
(a) ( 1) 1 2 0x y    ≧f より, 2 1y x ≧  
(b) (2) 4 4 0x y   ≦f より, 4 4y x ≦  

(ii) 1 2x   のとき 
(a) 2( ) 0x x y  ＞f より, 2y x＞  
(b) ( 1) 1 2 0x y    ≦f , (2) 4 4 0x y   ≦f より, 

2 1y x ≦ , 4 4y x ≦  
(iii) 2x≧ のとき 

(a) ( 1) 1 2 0x y    ≦f より, 2 1y x ≦  
(b) (2) 4 4 0x y   ≧f より, 4 4y x ≧  

(i)～(iii)より, 領域 D は右図の網点部となる。 
ただし, 破線の境界線のみ領域に含まない。 

 
 

1

2

4

1
2 

1 

4 

1
2

x 

y 
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(3) 不等式 2 2( )( 2 5) 0y x y x x    ≦ を変形すると, 
2 2 2 5x x x   より,  

2 22 5x x y x   ≦ ≦ ………④ 
また, ( 5) 0y y ≦ より,  

5 0y ≦ ≦ ………⑤ 

よって, 連立不等式④⑤の表す領域 E は右図の網

点部となる。ただし, 境界は領域に含む。 
さて, 直線 2 1y x  と放物線 2 2 5y x x  

を連立すると,  
22 1 2 5x x x     , 2 4 4 0x x    

重解 2x  をもつことより, 2x  で接する。 
また, 直線 4 4y x  と放物線 2 2 5y x x   を連立すると,  

24 4 2 5x x x    , 2 2 1 0x x    

重解 1x  をもつことより, 1x  で接する。 
これより, 領域 D と E の共通部分を図示すると, 右図の

網点部となる。ただし, 境界は領域に含む。 
そこで, この共通部分の面積を S とすると,  

 
2

2

0
1 12 ( 2 5) ( 2 5 5)2 4S x x dx          

 
2

0
27 ( 2)8 x x dx    327 491 28 6 24     

 
 コメント  

計算量の多い問題で, 時間はかなり必要です。(2)はオーソドックスに解きましたが, 
図形的に解くのが出題者の意図かもしれません。 
 

4

x 
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5
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2
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 問 題  

a を 1 より大きい実数とし, 座標平面上に, 点 )0,0(O , )0,1(A をとる。曲線

xy 1= 上の点 ( )pp 1,P と, 曲線 x
ay = 上の点 ( )q

aq,Q が, 3 条件 

(i)  0p , 0q         (ii) AOQAOP ∠∠ ＜  

(iii) △OPQ の面積は 3 に等しい 
を満たしながら動くとき, POQtan∠ の最大値が 4

3 となるような a の値を求めよ。 

[2010]  
 
 解答例  

( )pp 1,P , ( )q
aq,Q に対して, α=∠AOP , β=∠AOQ

とおくと, 2
1tan
p

=α , 2tan
q
a=β となる。 

条件より, βα＜ なので, βα tantan ＜  

22
1

q
a

p
＜ , 022 ＞qap − ………① 

さて, △OPQ の面積を S とすると, ①より,  
)(2

1
2

11
2
1 2222 qappqqappqqpq

apS −=−=⋅−⋅=  

条件より, 3)(2
1 22 =− qappq , pqqap 622 =− ………② 

ここで, θ=∠POQ とおくと, αβθ −= から,  

aqp
qap

pq
a

pq
a

+
−=

⋅+

−
=

+
−=−= 22

22

22

22

11

1

tantan1
tantan)tan(tan

αβ
αβαβθ  

②を代入すると, 
aa

pq
apqaqp

pq 3
2

666tan 22 =
+

=
+

= ≦θ  

等号は, pq
apq = すなわち apq = のときに成立する。 

よって, θtan の最大値は
a
3 となり, 4

33 =
a

から, 16=a である。 

 
 コメント  

相加平均と相乗平均の関係を用いる最大・最小問題です。置き換えて, 微分法の利

用という手もありますが, おすすめは前者です。なお, 等号の成立する p, q の値が存

在することは明らかなので, 記述を省いています。 

A 
1 O x 

y 

P 

Q 

θ 
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 問 題  

座標平面上に点 )0,3(A , )2,0(B をとる。線分 AB 上に点 P をとり, P から x 軸

に下ろした垂線を PH, A と H の中点を M とする。ただし点 H は x 軸上の点とし, ま
た P は A と異なるものとする。O を原点とし OPM△ を O を中心に座標平面内で 1
回転するとき, 通過する点全体が作る円の面積が最小となるときの点 P の座標を求め

よ。                                 [2009] 
 
 解答例  

線分 AB 上の点 P を, 0≦t＜1 として,  
))1(2,3(OB)1(OAOP tttt −=−+=  

すると, ))1(2,3(P tt − , )0,3(H t , ( )0,2
33M +t

となり, これより,  
4813)1(4)3(OP 2222 +−=−+= tttt  

22 )1(4
9OM += t  

さて, △OPM を O を中心に回転したときにできる円の面積を S とすると,  
(i)  4813 2 +− tt ≧ 2)1(4

9 +t  ( )43
70 ≦≦t のとき 

このとき, 22 OMOP ≧ より,  
{ ( ) }13

36
13
413)4813(OP 222 +−=+−== tttS πππ  

(ii) 4813 2 +− tt ≦ 2)1(4
9 +t  ( )143

7 ＜≦t のとき 

このとき, 22 OMOP ≦ より,  
22 )1(4

9OM +== tS ππ  

(i)(ii)より, S の値の変化は右図のようになる。 
よって, 43

7=t のとき S は最小となり, このとき P の座標は, 

( )43
72,43

21 である。 

 
 コメント  

円の半径は OP または OM となりますが, この大小関係に注目して場合分けをする

ところがポイントです。 
 

3 
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y 

O 
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H M 
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B 

43
7 1 O t 

S 

4π
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 問 題  

a, t を実数とするとき, 座標平面において, 0)22(422 =−+−−+ ayxtyx で定義

される図形 C を考える。 
(1) すべての t に対して C が円であるような a の範囲を求めよ。ただし, 点は円とみ

なさないものとする。 
(2) 4=a とする。t が t＞0 の範囲を動くとき, C が通過してできる領域を求め, 図示

せよ。 
(3) 6=a とする。t が t＞0 であって, かつ C が円であるような範囲を動くとき, C が

通過してできる領域を求め, 図示せよ。                [2006] 
 
 解答例  

(1) 0)22(4: 22 =−+−−+ ayxtyxC より,  
42)()( 222 +−=−+− atttytx ………① 

①が円を表す条件 042 2 ＞+− att が, すべての t に対して成立するためには,  
0322 ＜−= aD , 2424 ＜＜a−  

(2) 4=a のとき, 0)422(4: 22 =−+−−+ yxtyxC ………② 

t が t＞0 の範囲を動くとき, C が通過する領域は, ②を t の方程式としてみたとき, 
t＞0 の解をもつ条件として表される。 

まず, 0422 =−+ yx ……③のとき, t＞0 の解をもつのは, 0422 =−+ yx ……④

の場合だけである。ここで, ③④を連立することにより )2,0(),0,2(),( =yx

となり, C はこの点を通過する。 

次に, 0422 ≠−+ yx のときは, 422
422

−+
−+= yx

yxt となり,  

0422
422
＞

−+
−+

yx
yx , 0)2)(4( 22 ＞−+−+ yxyx  

よって, C が通過する領域は右図の網点部となる。ただし, 
点 )2,0(),0,2( 以外の境界は含まない。 

(3) 6=a のとき, 0)622(4: 22 =−+−−+ yxtyxC ………⑤ 
⑤が円を表す条件は , (1)より 0462 2 ＞+− tt すなわち 0)2)(1( ＞−− tt であり , 
0＞t と合わせて, 10 ＜＜t , t＜2 ……(＊)となる。 

まず, 0622 =−+ yx ……⑥のとき, t＞0 の解をもつのは, 0422 =−+ yx ……⑦

の場合だけである。ここで, ⑥より 3+−= xy となり, ⑦に代入すると,  
04)3( 22 =−+−+ xx , 0562 2 =+− xx  

しかし, 14 −=D より実数解をもたず, 不適である。 

2−

2−

x O 

y 
2 

2 
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次に, 0622 ≠−+ yx のときは, 622
422

−+
−+= yx

yxt となり, 

(＊)より,  

1622
40

22
＜＜

−+
−+

yx
yx

……⑧, 622
42

22

−+
−+

yx
yx

＜ ……⑨ 

⑧の左側の不等式は,  
0)3)(4( 22 ＞−+−+ yxyx ………⑩ 

不等式⑩を図示すると, 右上図の網点部となる。ただし, 境界は含まない。 
⑧の右側の不等式は, 222 )622()622)(4( −+−+−+ yxyxyx ＜  

0)6224)(3(2 22 ＜+−−−+−+ yxyxyx  
{ } 0)1()1()3( 22 ＜−+−−+ yxyx ………⑪ 

すると, 0)1()1( 22 ≧−+− yx から, 不等式⑪は,  
)1,1(),( ≠yx  かつ 03＜−+ yx  

よって, 図示すると, 右図の網点部となる。ただし, 境
界は含まない。 

まとめると, 不等式⑧は, 不等式⑩と⑪を連立したもので

あるので, その共通部分を領域として図示すると, 右下図の

網点部となる。ただし, 境界および点 )1,1( は含まない。 

さらに, ⑨を変形すると,  
222 )622(2)622)(4( −+−+−+ yxyxyx ＞  

0)12444)(3(2 22 ＞+−−−+−+ yxyxyx  
{ } 0)2()2()3( 22 ＞−+−−+ yxyx ………⑫ 

すると, 0)2()2( 22 ≧−+− yx から, 不等式⑫は,  
)2,2(),( ≠yx  かつ 03＞−+ yx  

したがって, 不等式⑨は, 直線 03 =−+ yx の上側から, 
点 )2,2( を除いた領域を表す。 

以上より, C が通過する領域は不等式⑧または⑨で表さ

れるので, 図示すると右図の網点部となる。 
ただし, 境界線および 2 点 )2,2(),1,1( は含まない。 

 

 コメント  

記述量が多い問題です。ステップを 1 つずつ踏んで図示していくだけですが, かな

りの計算力と忍耐力が要求されます。 
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 問 題  

(1) 次の不等式で表される領域を図示せよ。 
)122(log)14322(log 2

10
2342

10 ++−++−−++−− xxxxxxyxyy ≧  

(2) x, y が(1)の不等式を満たすとき, yx + の最大値と最小値を求めよ。   [2005] 
 

 解答例  

(1) )122(log)14322(log 2
10

2342
10 ++−++−−++−− xxxxxxyxyy ≧ に対して,  

014322 2342 ＞++−−++−− xxxxyxyy ……①, 0122 2 ＞++− xx ……② 

①②のもとで, 12214322 22342 ++−++−−++−− xxxxxxyxyy ≧ ………③ 

②③より①は成り立ち, ②より 0122 2 ＜−− xx から, 2
31

2
31 +− ＜＜x  

③より, 0)22()12( 2342 ≦xxxxyxy +−−−−+ となり,  
0)2)(1()12( 222 ≦xxxyxy −−−−+  

{ }{ } 0)2()1( 22 ≦xxyxy −−−+ ………④ 

また, ④で表される領域の境界線の方程式は,  
12 +−= xy ……⑤, xxy 22 −= ……⑥ 

⑤⑥の共有点は, xxx 21 22 −=+− より,  

0122 2 =−− xx , 2
31 ±=x  

さて, 点 )1,0( − は④を満たさないので, ②かつ④の

満たす領域は右図の網点部となる。なお, 白丸以外の境

界線は領域に含む。 
(2) kyx =+ ……⑦とおき, 直線⑦と(1)の領域が共有点をもつ k の範囲を求める。 

まず, ⑤と⑦が接するのは, kxx =+−+ )1( 2 , 012 =−+− kxx  

0)1(41 =−−= kD , 4
5=k  

このとき, 2
1=x となり, 2

31
2

31 +− ＜＜x を満たす。 

次に, ⑥と⑦が接するのは, kxxx =−+ )2( 2 , 02 =−− kxx  

041 =+= kD , 4
1−=k  

このとき, 2
1=x となり, 2

31
2

31 +− ＜＜x を満たす。 

以上より, yx + の最大値は 4
5 , 最小値は 4

1− である。 

 コメント  

④の因数分解にやや時間を取られることを除くと, 見かけよりはるかに基本的です。 

2
31+

2
31−

x O 

y 

1 
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 問 題  

C は, 2 次関数 2xy = のグラフを平行移動した放物線で, 頂点が円 1)2( 22 =−+ yx

上にある。原点から C に引いた接線で傾きが正のものを l とおく。このとき, C と l
の接点の x 座標が最大および最小になるときの C の頂点の座標をそれぞれ求めよ。 

[2001]  
 
 解答例  

πθ 20 ＜≦ として, 円 1)2( 22 =−+ yx 上の点を )2sin,cos( +θθ とする。 

この点が, 放物線 2xy = を平行移動した放物線の頂点とする

と, その方程式は,  
2sin)cos( 2 ++−= θθxy  

ここで, 接点を )2sin)cos(,( 2 ++− θθtt )0( ＞t とおく。 
すると, )cos(2 θ−=′ xy なので, 条件より,  

)cos(22sin)cos( 2
θ

θθ
−=

++− tt
t  

)cos(22sin)cos( 2 θθθ −=++− ttt  

まとめて, ( ) 4
13

2
1sin3sinsin2sincos 2222 +−−=++−=++= θθθθθt  

t＞0 より, ( ) 4
13

2
1sin 2

+−−= θt  

1sin1 ≦≦ θ− より, t が最大となるのは 2
1sin =θ のとき, すなわち 6

πθ = または

6
5πθ = のときである。このとき頂点の座標は, ( ) ( )2

5,2
326sin,6cos =+ππ また

は ( ) ( )2
5,2

326
5sin,6

5cos −=+ππ となる。 

また, t が最小となるのは 1sin −=θ のとき, すなわち 2
3πθ = のときである。このと

き頂点の座標は, ( ) )1,0(22
3sin,2

3cos =+ππ となる。 

 
 コメント  

円周上の点をパラメータ表示して, 放物線の方程式を作りました。なお, 最大とな

る場合が 2 つありましたが, 問題文を読んだときには見抜けませんでした。 
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 問 題  

四面体 ABCD において, 2 2 2 2 2 2AB CD BC AD AC BD     , ADB 90  が

成り立っている。三角形 ABC の重心を G とする。 
(1) BDC を求めよ。 

(2) 
2 2AB CD
DG
 の値を求めよ。                   [2020] 

 
 解答例  

(1) 四面体 ABCD において, ADB 90  より,  
2 2 2AB AD BD  ………(＊) 

条件より, 2 2 2 2 2 2AB CD BC AD AC BD     なので, (＊)から,  
2 2 2 2 2 2 2AD BD CD BC AD AC BD       

すると, 2 2 2BD CD BC  , 2 2 2AD CD AC  となり,  
BDC 90   , ADC 90    

(2) DA a , DB b , DC c とすると, (1)から, D(0, 0, 0 )
として, A ( , 0, 0 )a , B(0, , 0 )b , C(0, 0, )c とおくことが

できる。すると, △ABC の重心は  G , ,3 3 3
a b c となり,  

2 2 2 2 2AB CD ( )a b c     

     2 2 2 2 2 21DG 3 3 3 3
a b c a b c       

よって, 
2 2AB CD 3DG
  である。 

 
 コメント  

図形の計量の問題です。ポイントは三平方の定理(＊)だけで, これによって, 座標系

の設定という方針が, 自然に湧き出てくると思われます。 
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 問 題  

三角形 ABC はAB AC 2BC  を満たしている。また, 角 A の二等分線と辺 BC の

交点を D とするとき, AD 15 である。さらに, 三角形 ABC の内接円の半径は 4 で

ある。このとき以下の問いに答えよ。 
(1) BADθ  とするとき sinθ の値を求めよ。また, BACA  とするとき, sin A

と cos A の値を求めよ。 
(2) 辺 BC の長さを求めよ。                      [2019] 
 
 解答例  

(1) △ABC に対して, AB c , BC a , CA b とおく。ま

た, A の二等分線と辺 BC の交点を D として,  
2b c a  ………①, AD 15 ………② 

さて, △ABC は内接円の半径が 4 より, その面積を S と

おくと, ①より,  
1 ( ) 4 2 3 62S a b c a a       ………③ 

また, BAD CADθ   から, ①②を用いて,  
1 1ADsin ADsin2 2S b cθ θ    1 ( ) 15sin2 b c θ   15 sina θ ………④ 

③④より, 15 sin 6a aθ  となり, 6 2sin 15 5θ    

すると, 2A θ から, 2 174cos cos2 1 2sin 1 2 25 25A θ θ       ………⑤ 

 2 (25 17)(25 17) 4 2117sin 1 25 25 25A  
    ………⑥ 

(2) ⑥より, 2 211 sin2 25S bc A bc  となり, ③に代入すると,  

2 21 625 bc a , 25 2175
721

bc a a  ………⑦ 

また, △ABC に余弦定理を適用して, ①⑤を利用すると,  
2 2 2 2 cosa b c bc A   2 17( ) 2 2 25b c bc bc     2 844 25a bc  ………⑧ 

⑦⑧より, 2 2 25 21844 25 7a a a   となり, 23 12 21a a から,  

BC 4 21a   
 コメント  

三角比の応用問題です。試行錯誤が少し必要ですが, (1)の結論と(2)のプロセスとの

繋がりを見つけるのがポイントになっています。 

C 

A 

B D 
a 

b c 
θθ



千葉大学・理系 図形と計量（2000－2024） 

 －54－ 

 問 題  

1 辺の長さが 3 の正四面体 OABC において, 辺 BC を1 : 2 に内分する点を D とす

る。また, 辺 OC 上に点 E をとり, CE t とする。 
(1) AD の長さを求めよ。 
(2) cos DAE を t を用いて表せ。 
(3) △ADE の面積が最小になるときの t の値とそのときの面積を求めよ。  [2013] 
 
 解答例  

(1) △ABD に余弦定理を適用すると,  
2 2 2AD 3 1 2 3 1 cos60 7         

よって, AD 7 となる。 
(2) △ACE に余弦定理を適用すると,  

2 2 2 2AE 3 2 3 cos60 3 9t t t t           
また, △CDE に余弦定理を適用すると,  

2 2 2 2DE 2 2 2 cos60 2 4t t t t           
さらに, △ADE に余弦定理を適用すると,  

cos DAE
2 2

2 2

7 ( 3 9) ( 2 4 ) 12
2 7 3 9 2 7 3 9

t t t t t
t t t t

       
   

 

(3) (2)より, sin DAE
22

2 2

27 60 108(12 )1
28( 3 9) 2 7 3 9

t tt
t t t t

 
  

   
 

すると, △ADE の面積 S は,  
2

2 2
2

27 60 108 31 7 3 9 9 20 362 42 7 3 9
t tS t t t t

t t
 

      
 

 

  23 10 22494 9 9t    

よって, S は 10
9t  のとき, 最小値 3 42224

4 9 3 をとる。 

 
 コメント  

三角比の空間図形への適用問題です。基本的な定理の確認となっています。 
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 問 題  

横 2a, 縦 2b の長方形を長方形の中心のまわりに角θ だけ回転させる。回転後の長

方形ともとの長方形とが重なり合う部分の面積 ( )S θ を求めよ。ただし, 長方形の中

心とはその 2 つの対角線の交点とし, 長方形はそれを含む平面内で回転するものとす

る。また, 回転角θ は 0 以上, 長方形のいずれかの頂点が隣の頂点に達するまでの角

度以下にとるものとする。                       [2012] 
 
 解答例  

(i)  a b のとき 
まず, a b としても一般性を失わない。 
右図のように, 長方形の中心を原点とし, 長方形

ABCD の各辺が座標軸に平行になるようにとる。

そして , 原点中心に θ だけ回転した長方形を

A B C D   とする。 
さて, 0 2

πθ  のときを考える。 

そこで, 直線AB : y b と直線A B : tan cos
by x θ
θ

    を連立して,  

tan cos
bb x θ
θ

  ,   ( cos 1)11tan cos sin
bbx θ

θ θ θ


    

よって, 直線 AB と直線A B の交点 E は,  ( cos 1)E ,sin
b bθ

θ


となり,  

( cos 1) sin cosBE ( )sin sin
b a b baθ θ θ

θ θ
       

2( sin cos )1BEG BE BEtan2 2sin cos
a b bθ θθ

θ θ
 

  △  

次に, 直線AB : y b と直線  1A D : tan cos
ay x

θ θ
    を連立して,  

 1
tan cos

ab x
θ θ

  , sintan cos cos
a a bx b θθ
θ θ

    

よって, 直線 AB と直線A D の交点 F は,  sinF ,cos
a b bθ

θ
 となり,  

cos sinsinAF cos cos
a b aa ba θ θθ

θ θ
     

2( cos sin )1 AFAFH AF2 tan 2sin cos
a b aθ θ

θ θ θ
 

  △  

したがって, 長方形 ABCD と長方形A B C D   の共通部分の面積 ( )S θ は,  
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( )S θ □ABCD 2( BEG AFH △ △ ） 

   
2 2( sin cos ) ( cos sin )4 2 2sin cos 2sin cos

a b b a b aab θ θ θ θ
θ θ θ θ

   
    

  
2 2 2 22( cos cos 2 sin cos 2 sin )4 sin cos

a b a b ab abab θ θ θ θ θ
θ θ

    
   

  
2 22(1 cos )( 2 sin )4 sin cos

a b abab θ θ
θ θ

  
  ………(＊) 

なお, 0θ  のときは, ( ) 4S abθ  である。 

(ii) a b のとき 
0 2

πθ  のとき, (＊)においてa b とおくと,  

 
2 2

2 22(1 cos )(2 2 sin ) (1 cos )(1 sin )( ) 4 4 1sin cos sin cos
a aS a aθ θ θ θθ
θ θ θ θ

   
     

  
24 ( sin cos 1)

sin cos
a θ θ

θ θ
 

  

なお, 0, 2
πθ  のときは, 2( ) 4S aθ  である。 

 
 コメント  

最初の設定から始める必要があり, そこで時間を費やしてしまいます。上の解答例

では座標系を設定しましたが, 計算量はかなりハードなものがあります。なお, 回転

角θ は0 2
πθ≦ ≦ ですが, 2

πθ  となるのは正方形のときのみです。 
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