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１                             解答解説のページへ 
xy 平面において 2 つの円 

2 2
1 : 2 4 11 0C x x y y     , 2 2

2 : 8 4 0C x x y y k      

が外接するとし, その接点を P とする。以下の問いに答えよ。 
(1) k の値を求めよ。 
(2) P の座標を求めよ。 
(3) 円 1C と円 2C の共通接線のうち点 P を通らないものは 2 本ある。これらの 2 直線

の交点 Q の座標を求めよ。 
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２                             解答解説のページへ 
sin cost θ θ  とし, θ は 2 2

π πθ   の範囲を動くものとする。 

(1) t のとりうる値の範囲を求めよ。 
(2) 3 3sin cosθ θ と cos4θ を, それぞれ t を用いて表せ。 
(3) 3 3sin cos cos4θ θ θ  であるとき, t の値をすべて求めよ。 



2021 筑波大学（理系）前期日程  問題 

 －3－ 

３                             解答解説のページへ 
O を原点とする座標空間において, 3 点A( 2, 0, 0 ) , B(0, 1, 0 ) , C(0, 0, 1)を

通る平面をα とする。2 点P(0, 5, 5) , Q(1, 1, 1)をとる。点 P を通りOQ


に平行な

直線を l とする。直線 l 上の点 R から平面α に下ろした垂線とα の交点を S とする。

OR OP OQk 
  

 (ただし k は実数)とおくとき, 以下の問いに答えよ。 
(1) k を用いて, AS



を成分で表せ。 
(2) 点 S が△ABC の内部または周にあるような k の値の範囲を求めよ。 



2021 筑波大学（理系）前期日程  問題 

 －4－ 

４                             解答解説のページへ 
p, q を定数とし, 0 1p  とする。 

曲線
1

1 : pC y px ( 0 )x  と, 曲線 2 : logC y x q  ( 0 )x  が, ある 1 点 ( , )a b に

おいて同じ直線に接するとする。曲線 1C , 直線 x a , 直線 qx e および x 軸で囲ま

れた図形の面積を 1S とする。また, 曲線 2C , 直線 x a および x 軸で囲まれた図形の

面積を 2S とする。 
(1) q を p を用いて表せ。 
(2) 1S , 2S を p を用いて表せ。 

(3) 2

1

3
4

S
S ≧ であることを示せ。ただし, 2.5 3e  を用いてよい。 
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５                             解答解説のページへ 
O を原点とする xy 平面において , 点 A( 1, 0 ) と点 B(2, 0 ) をとる。円

2 2 1x y  の, 0x ≧ かつ 0y≧ を満たす部分を C とし, また点 B を通り y 軸に平行

な直線を l とする。2 以上の整数 n に対し, 曲線 C 上に点 P, Q を POB n
π  , 

QOB 2n
π  を満たすようにとる。直線 AP と直線 l の交点を V とし, 直線 AQ と直

線 l の交点を W とする。線分 AP, 線分 AQ および曲線 C で囲まれた図形の面積を

( )S n とする。また線分 PV, 線分 QW, 曲線 C および線分 VW で囲まれた図形の面積

を ( )T n とする。 
(1) lim { ( ) ( ) }

n
n S n T n


 を求めよ。 

(2) ( )lim ( )n

T n
S n

を求めよ。 
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６                             解答解説のページへ 
i は虚数単位とする。複素数平面において, 複素数 z の表す点 P をP( )z または点 z

とかく。 31
2 2 iω   とおき, 3 点A(1) , B( )ω , 2C( )ω を頂点とする△ABC を考

える。 
(1) △ABC は正三角形であることを示せ。 
(2) 点 z が辺 AC 上を動くとき, 点 z が描く図形を複素数平面上に図示せよ。 

(3) 点 z が辺 AB 上を動くとき, 点 2z が描く図形を 1E とする。また, 点 z が辺 AC 上

を動くとき, 点 2z が描く図形を 2E とする。 1E と 2E の共有点をすべて求めよ。 
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１                              問題のページへ 
(1) 円 2 2

1 : 2 4 11 0C x x y y     , 円 2 2
2 : 8 4 0C x x y y k     に対して,  

2 2
1 : ( 1) ( 2) 16C x y    , 2 2

2 : ( 4 ) ( 2) 20C x y k      

円 1C は中心 A(1, 2) で半径 1 4r  , 円 2C は中心 B(4, 2) で半径 2 20r k 

である。ただし, 20 0k  ( 20)k  とする。 

ここで, 円 1C と円 2C が外接することより, 1 2AB r r  となり,  
2 2(4 1) (2 2) 4 20 k      , 20 1k   

これより, 20 1k  となり 19k  である。なお, この値は 20k  を満たす。 
(2) 1C と 2C の接点 P は線分 AB を 1 2: 4 : 1r r  に内分す

るので, その座標は,  

   4 2 1 ( 2)4 4 1 1 17 6, ,4 1 4 1 5 5
      

 
 

(3) 1C , 2C の共通外接線の交点 Q は直線 AB 上にあり, 
線分 AB を 1 2: 4 : 1r r  に外分するので, その座標は,  

   4 2 1 ( 2) 104 4 1 1 , 5,4 1 4 1 3
      

 
 

 
［解 説］ 

外接する 2 円を題材にした基本的な問題です。 
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２                              問題のページへ 
(1) sin cost θ θ   2 sin 4

πθ  に対して, θ が 2 2
π πθ   の範囲を動くとき, 

3
4 4 4
π πθ π    となるので,  

 1 sin 142
πθ ＜ ≦ , 1 2t ＜ ≦  

(2) 2 2 2sin 2sin cos cos 1 2sin cost θ θ θ θ θ θ     より, 
2 1sin cos 2

tθ θ  となり,  

3 3 2 2sin cos (sin cos )( sin sin cos cos )θ θ θ θ θ θ θ θ      
2 11 2

tt    

     21 (3 )2 t t  3 31
2 2t t   

2 2 2cos4 1 2sin 2 1 2(2sin cos ) 1 8(sin cos )θ θ θ θ θ θ       

   
2 2 2 2 4 211 8 1 2( 1) 2 4 12

t t t t         

(3) 3 3sin cos cos4θ θ θ  より, (2)から 3 4 231 2 4 12 2t t t t     となり,  
4 3 24 8 3 2 0t t t t     , 2 2( 1) (4 7 2) 0t t t     

(1)から 1 2t ＜ ≦ なので, 7 171, 8t   である。 

 
［解 説］ 

誘導が非常に細かな三角方程式の基本題です。 
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３                              問題のページへ 
(1) 点P(0, 5, 5) を通り, OQ (1, 1, 1)



に平行な直線上の点 R に対して,  

OR OP OQk 
  

(0, 5, 5) (1, 1, 1)k  ( , 5, 5)k k k    
ここで, 点 R から 3 点 A( 2, 0, 0 ) , B(0, 1, 0 ) , 

C(0, 0, 1)を通る平面α に下ろした垂線とα の交点 S

に対し, AS AB ACl m 
  

 (l, m は実数)とおくと,  
RS AS AR AB AC OR OAl m     
      

 
すると, AB (2, 1, 0 )



, AC (2, 0, 1)


から,  
RS (2, 1, 0 ) (2, 0, 1) ( , 5, 5) ( 2, 0, 0 )l m k k k      


 
 (2 2 2, 5, 5)l m k l k m k         

さて, RS AB 0 
 

より, 2(2 2 2) ( 5) 0l m k l k       となり,  

5 4 3 9l m k   ………① 
また, RS AC 0 

 

より, 2(2 2 2) ( 5) 0l m k m k       となり,  

4 5 3 9l m k   ………② 

①②より, 3
3

kl m   となり,  3AS AB AC3
k 

   3 (4, 1, 1)3
k  

(2) 点 S が△ABC の内部または周にある条件は, 0l≧ , 0m≧ , 1l m ≦ より,  
3 03

k ≧ , 2( 3) 13
k

≦  

よって, 30 3 2k≦ ≦ から, 33 2k ≦ ≦ である。 

 
［解 説］ 

空間図形の問題です。平面α を扱うのに, 方程式とパラメータ表示という 2 つの方

法がありますが, (2)の設問をみて後者を選択しました。 

A B 

C 
S 

R 
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４                              問題のページへ 

(1) 曲線
1

1 : pC y px ( 0 )x  ……①と 2 : logC y x q  ……②が, 点 ( , )a b において

同じ直線に接するとき, ①から
1 1py x


  , ②から 1y x
  なので,  

1 1 1pa a


 ………③, 
1

logppa a q  ………④ 

③から
1

1pa  となり 1a  , ④に代入して log1p q  から, q p となる。 
(2) 曲線 1C , 直線 1x  , 直線 px e および x 軸で囲まれ

た図形の面積 1S は,  
11

1
p

p
e

S px dx


 
12 1

1 p

p
p

e
p xp 


    

 

 
2

1(1 )1
pp ep

  


 

また, 曲線 2C , 直線 1x  および x 軸で囲まれた図形の面積 2S は,  
1

2 ( log )
pe

S x p dx


   1log (1 )p
p

ex x x p e
     

 ( ) (1 ) (1 )p p pe p e p e        1pe p    
(3) 0 1p  において, 2 1( ) 4 3p S S f とおくと, (2)より,  

2
13( ) 4( 1) (1 )1

p ppp e p ep
      


f  

  2 2 2 11 {4( 1) 4 4 3 3 )1
p pp e p p p ep

       


 

     
2

2 31 4 4 41
ppp p ep e

    


 

ここで, 5 32 e  より 1 1 2
3 5e  となるので,  

2 21( ) { 4 (4 4 ) }1
pp p p p ep

    


f
( 2) { ( 2) 2 }1

p
pp e p e pp


   


 

そこで, ( ) ( 2) 2pp p e p   g とおくと,  
( ) ( 2) 1 ( 1) 1p p pp e p e p e       g , ( ) ( 1)p p pp e p e pe    g  

0 1p  において, ( ) 0p g から ( ) (0 ) 1 1 0p    g g となり,  
( ) (0 ) 2 2 0p    g g  

よって, 0 1p  において ( ) 0p f となり, 2 14 3S S すなわち 2

1

3
4

S
S ≧ である。 

 
［解 説］ 

微積分の総合問題です。(3)は結論を変形して処理しましたが, かなり面倒です。 

2C
1C

1 
pe

p 

y 

x O 
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５                              問題のページへ 
(1) 右図において, POB n

π  , QOB 2n
π  のとき, 線

分 AP, 線分 AQ および曲線 C で囲まれた図形の面積を

( )S n , 線分 PV, 線分 QW, 曲線 C および線分 VW で囲

まれた図形の面積を ( )T n とおく。 

PAB 2n
π  , QAB 4n

π  , AB 3 より,  

1 1( ) ( ) 3 3tan 3 3tan2 2 2 4S n T n n n
π π        9 tan tan2 2 4n n

π π   

ここで, 4n
πθ  とおくと 4n π

θ
 となり,  

{ ( ) ( ) }n S n T n 9 ( tan2 tan )4 2
π θ θ
θ

    9 tan2 tan28 2
θ θπ

θ θ
    

n のとき 0θ  から,  
lim { ( ) ( ) }
n

n S n T n


 9 9(1 2 1)8 8π π     

(2) ( ) ( ) ( ) { ( ) ( ) }1 1( ) ( ) ( )
T n S n T n n S n T n
S n S n nS n

 
    ……(＊)となり,  

   2 2 21 1 1( ) 1 sin 1 1 sin2 2 2 2 2S n n n n
π π ππ π            

   1 sin sin2 2 4n n n
π π π    

1( ) ( sin4 sin2 )4 2 4nS n π πθ θ
θ

     sin4 sin24 28 4 2 4
π θ θ π

θ θ
     となり,  

lim ( )
n

nS n


(1 4 1 2)8 4 2
π π π       

よって, (＊)と(1)から
( )lim ( )n

T n
S n

9 52 18 4π
π

    となる。 

 
［解 説］ 

図形量の極限についての基本的な問題です。(2)は(1)の結果を利用する方法で記し

ました。 
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６                              問題のページへ 

(1) 31
2 2 iω   のとき, A (1) , B( )ω , 2C( )ω を頂点とする△ABC について,  

 2 311 ( 1)( 1) ( 1)2 2 iω ω ω ω        cos sin ( 1)3 3iπ π ω    

これより,頂点 A のまわりに辺 AB を 3
π だけ回転すると辺 AC に一致するので, 

AB AC かつ BAC 3
π  から, △ABC は正三角形である。 

(2) 辺 AC 上を動く点 z を, 2 (1 )z t tω   (0 1)t≦ ≦ と

おくと,  
2 2(1 ) ( ) (1 )( 1)z t t t tω ω          

これより, 点 z が描く図形は, 点 1 と点 2ω を両端

とする線分, すなわち辺 AC を原点対称した線分である。 
図示すると, 右図の太線部となる。 

(3) 辺 AB 上を動く点 z を 1 (1 )z s sω   (0 1)s≦ ≦ とし, 点 2
1z が描く図形を 1E

とする。また, 辺 AC 上を動く点 z を 2
2 (1 )z t tω   (0 1)t≦ ≦ とし, 点 2

2z が描

く図形を 2E とする。 
さて, 1E と 2E の共有点は, 2 2

1 2z z より 1 2z z となり,  

(i)  1 2z z のとき 
2(1 ) (1 )s s t tω ω     より, 2( 1) ( 1)s tω ω   となり, 1ω  から,  

( 1)s t ω  , 0t t sω    
ωは虚数より 0t t s   となり, 0s t  から 1 2 1z z  なので, 2 2

1 2 1z z   
(ii) 1 2z z のとき 

2(1 ) (1 )s s t tω ω     より, 2( 1) 2 ( 1)s tω ω     
ここで, 3 1ω  かつ 1ω  から 2 1 0ω ω   となり, 2 1ω ω  より,  

( 1) 2 ( 2)s tω ω     , ( ) 2 2 0s t t sω      

ωは虚数より 2 2 0s t t s     となり, 2
3s t  から,  

 1 2
3 32 1 2 1 1

3 3 3 2 2 3 3z z i iω        , 2 2
1 2

1
3z z   

(i)(ii)より, 1E と 2E の共有点は, 点 1 と点 1
3 である。 

 
［解 説］ 

複素数平面上の軌跡の問題です。(1)は 3 辺の長さが等しいことを示しても構いませ

ん。また, (2)と(3)はパラメータ表示しましたが, 図形的な解法も考えられます。 

1
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