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１                              問題のページへ 

与えられた方程式 01)(log)(log 1010 =+× qxpx から, 

01)loglog)(loglog( 10101010 =+++ xqxp ………① 

ここで, Xx =10log , Pp =10log , Qq =10log とおくと, ①より,  

01))(( =+++ XQXP , 01)(2 =++++ PQXQPX ………② 

さて, ①が x＞1の解をもつ条件は, ②が X＞0の解をもつ条件に対応するので,  

(i)  01＞+PQ )1( -＞PQ のとき 

②が X＞0の解をもつ条件は,  

0)1(4)( 2 ≧+-+= PQQPD ……③, 0)( ＞QP +- ……④ 

③より, 04)( 2 ≧--QP , 0)2)(2( ≧--+- QPQP  

④より, PQ -＜  

(ii) 01 =+PQ )1( -=PQ のとき 

②の解は )(,0 QPXX +-== となることより, X＞0の解をもつ条件は,  

0)( ＞QP +- , PQ -＜  

(iii) 01＜+PQ )1( -＜PQ のとき 

②はつねに X＞0の解をもつ。 

以上より, 点 )log,log( 1010 qp , すなわち点 ),( QP

が満たす条件は,  

(i)  1-＞xy かつ 0)2)(2( ≧--+- yxyx かつ xy -＜  

(ii) 1-=xy かつ xy -＜  

(iii) 1-＜xy  

この領域を図示すると, 右図の網点部となる。ただし, 

実線の境界は領域に含み, 破線の境界は領域に含まない。 

 

［解 説］ 

対数の絡んだ解の配置の問題です。基本的ですが, 慎重な処理が必要です。 
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２                              問題のページへ 

(1) )1,sin2,1cos(PQ -+-= qq より, 直線 PQは, uを実数として,  

)1,sin2,1cos()1,0,1(),,( -+-+= qquzyx  

さて, 平面 tz = と交わるのは, tu =-1 より, tu -=1 のときであり, このとき,  

)1cos)(1(1 --+= qtx qq cos)cos1( +-= t , )sin2)(1( q+-= ty  

条件より, 交点を ),,( tba とおくと,  
22 ba + { } 222 )1()sin2(cos)cos1( tt -+++-= qqq  

   )sin45()cos2sin810()cos2sin46( 2 qqqqq +++--+-+= tt  

(2) 線分 PQ を z 軸のまわりに 1 回転させてできる曲

面を, 平面 tz = で切断したときにできる切り口は, 中

心が ),0,0( t で, 半径が 22 ba + の円である。 

その断面積を )( tS とおくと,  

)()( 22 bap +=tS  

よって, 求める立体の体積 Vは, (1)より,  

=V ò
1

0
)( dttS ò +=

1

0

22 )( dtbap  

 { })sin45()cos2sin810(
2
1)cos2sin46(

3
1 qqqqqp +++--+-+=  

 )cossin46(
3

qqp ++=  

(3) a を
17
4cos =a , 

17
1sin =a を満たす角と決めると, (2)より,  

{ })sin(176
3

aqp ++=V  

すると, pq 20 ＜≦ より, 1)sin(1 ≦≦ aq +- となり, Vの最大値は )176(
3

+p , 

最小値は )176(
3

-p である。 

 

［解 説］ 

軸とねじれの位置にある線分を回転したときにできる曲面で囲まれた立体の体積を

求める頻出問題です。ただ, 本問は計算量が多めです。 
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３                              問題のページへ 

(1) )()( tt gf - òò +=
-
-=

ee
dxxxtdxx

xt
xt

11

22
log)(log òò +=

ee
dxxxdxxt

11
loglog  

  [ ] [ ] ò ×-+-=
eee
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x

xxxxxxt
1
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4
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2

2
2

++=--+= eteet  

(2) 1≦x≦eかつ t＞eのとき, 
etxt --

110 ≦＜ より,  

òòò -
=

--
eee

dxxx
et

dx
et
xxdx

xt
xx

1

2

1

2

1

2

log1loglog0 ≦＜  

ここで, 0log
1

2 ＞kdxxx
e

=ò とおくと, 
et
kt
-

≦＜ )(0 g となる。 

すると, t→∞のとき 0®
- et
k なので, 0)(lim =

¥®
t

t
g である。 

(3) (1)より, 
at

btett
at

btt
-

-+++=
-

-
222

4
1

4
)()( gf  

      ( )
at
baabbtett

-
++-+++=

22

4
1

4
)(g  

      
at
baabetbt

-
--++-+=

2
2 )1(

4
1)1()(g  

t→∞のとき, 0)( ®tg , 0
2

®
- at
ba より, ( )

at
btt

t -
-

¥®

2
)(lim f が有限な値となるた

めに必要な条件は,  

01 =-b , 1=b  

このとき, ( )
at

btt
t -

-
¥®

2
)(lim f { } 0)1(

4
1)(lim

2
2 =

-
--++=

¥® at
aaet

t
g より,  

0)1(
4
1 2 =-+ ae , )1(

4
1 2 += ea  

 

［解 説］ 

(2)の k の値を計算すると, )12(
9
1 3 +e となりますが, この値は, ここでは必要あり

ません。 
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(1) )53(
2
1

1 nnn baa +=+ , )3(
2
1

1 nnn bab +=+ より,  

222
1

2
1 )3(

4
5)53(

4
15 nnnnnn bababa +-+=- ++  

     )96(
4
5)25309(

4
1 2222

nnnnnnnn bbaabbaa ++-++=  

     22 5 nn ba -=  

よって, 22 5 nn ba - 41535 222
1

2
1 =´-=-= ba  

(2) すべての自然数 n について, na , nb は自然数で nn ba + は偶数であることを, 数

学的帰納法を用いて証明する。 

(i)  1=n のとき 

31 =a , 11 =b より, 1a , 1b は自然数で, 411 =+ ba は偶数である。 

(ii) kn = のとき 

ka , kb は自然数で kk ba + は偶数であると仮定すると,  

)(
2
1)2()53(

2
1

1 kkkkkkk bababaa +++=+=+  

)(
2
1)3(

2
1

1 kkkkkk babbab ++=+=+  

)2(2)3(
2
1)53(

2
1

11 kkkkkkkk babababa +=+++=+ ++  

これより, 1+ka , 1+kb は自然数で 11 ++ + kk ba は偶数である。 

(i)(ii)より, na , nb は自然数で nn ba + は偶数である。 

 

［解 説］ 

整数と漸化式の融合問題です。意外な感じですが, (1)と(2)の間に直接的な関係はあ

りません。 
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(1) PDAP = より, ÷
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21
となり,  

xa =- 21 ………①, aya -=-- 2 ………② 

axa =+- 2 ………③, ya =+12 ………④ 

①③より, )21(2 aaa -=+- となり, 12 =a である。 

a＞0から 1=a となり, ①より 1-=x  

④より, 3=y となり, この値は②を満たす。 

(2) PDAP = , )()( tEPPtE = より, )()( tEDPPtEA +=+ ………⑤ 

(1)より, ÷
ø

ö
ç
è

æ -
=

11

11
P から, 2det =P となるので 1-P は存在し, ⑤より,  

1)( -+=+ PtEDPtEA  

よって, 111 )()()()( --- +××+×+=+ PtEDPPtEDPPtEDPtEA n L  
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条件より, EtEA n 4)( =+ なので,  

8)3()1( =+++- nn tt ………⑥, 0)3()1( =+-+- nn tt ………⑦ 

⑥⑦より, =+- nt )1( 4)3( =+ nt ………⑧ 

すると, tt ++- 31 ＜ から, ⑧を満たす実数 t と自然数 n が存在するためには, 

)3(1 tt +-=+- かつ nが偶数であることが必要である。 

よって, 1-=t となり, ⑧から 2=n である。 

 

［解 説］ 

(1)は, 対角行列を用いた n乗計算という(2)への誘導です。ただ, この結果をどのよ

うに利用するかについて, ひとひねりがあります。 
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(1) 2: xyC = に対し, xy 2=¢ より, ),(P 2tt における接線の

方程式は,  

)(22 txtty -=- , 22 ttxy -= ………① 

同様に, ),(Q 2ss における接線の方程式は, 
22 ssxy -= ………② 

①②より, 22 22 ssxttx -=- , 22)(2 stxst -=-  

ts＜ より
2
stx += となり, ①から tststty =-+×= 2

2
2  

①②の交点は ),( YXR より, 
2
stX += , tsY = ………③ 

(2) (1)より, )2,1(
2

RP tst -= , )2,1(
2

RQ sst ---= となり, 条件より, この 2 つ

のベクトルのなす角が
4
p なので,  

RQRP
RQRP

4
cos ×=p , 

22 4141
41

2
1

st

ts

++
--=  

041 ＞st-- )14( -＜st のもとで, 両辺を 2乗すると,  

)41)(41()41(2 222 stts ++=-- , 0116)(416 2222 =+++- tsstst  

変形して, 0124)(416 222 =+++- tsstst  

③を代入すると, 01241616 22 =++- YXY  

( ) 816
4
316 22

=-+ XY , ( ) 1
4
322

22 -=+- YX  

よって, ),( YXR は双曲線上を動き, その方程式は ( ) 1
4
322

22 -=+- yx である。 

 

［解 説］ 

2 接線のなす角の扱いについては, 内積を利用しています。tan の加法定理を用い

ても可能です。なお, 題意が双曲線の方程式を求めるだけということなので, (2)の記
述はアバウトです。s, tの実数条件や 14 -＜st を加味すると, Rの軌跡は双曲線の下側

の枝となります。 
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