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１                              問題のページへ 

(1) 0≦m≦nのとき, 1から 1+np までの整数の中で, mp で割り切れるのは,  
mp , mp2 , mp3 , ……, mmn pp -+1  

これより, mnp -+1 個の整数があり, また 1+mp で割り切れるのは,  
1+mp , 12 +mp , 13 +mp , ……, 1+- mmn pp  

これより, mnp - 個の整数がある。 

したがって, mp で割り切れ 1+mp で割り切れない整数の個数は,  
mnmnmn pppp ---+ -=- )1(1  

(2) (i) 1+= npx のとき 

任意の yで, 積 xyが 1+np で割り切れるので, ),( yx の個数は 1+np である。 

(ii) mpx = )0( nm≦≦ のとき 

x が mp で割り切れるが 1+mp では割り切れず, しかも積 xy が 1+np で割り切れる

条件は, yが mnp -+1 で割り切れることである。すなわち yは,  
mnp -+1 , mnp -+12 , mnp -+13 , ……, mnmpp -+1  

すると, xの個数は(1)より mnpp -- )1( , yの個数は mp より, ),( yx の個数は 
nmmn ppppp )1()1( -=´- -  

(i)(ii)より, 積 xyが 1+np で割り切れる ),( yx の個数は,  
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［解 説］ 
たとえば 2=p , 3=m , 10=n と, 具体的に数値を入れて, まず考えています。上

の解は, それを一般的に記述したにすぎません。 
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２                              問題のページへ 

(1) 2xy = より, xy 2=¢ なので, ),(A 2aa における接線

の傾きは 2aである。 

さて, この接線および接線を A を中心として °- 30 だ

け回転した直線 l と, x 軸の正の部分とのなす角を, それ
ぞれa , bとすると, a2tan =a から, lの傾きは,  
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よって, lの方程式は,  
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(2) 放物線 2xy = と lとの交点は,  
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よって, ax = , 
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132 2

+
-+-

a
aa となり, そこで b

a
aa =

+
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とおく。 

さて, 線分 OC, CAと 2xy = で囲まれる部分の面積 )( aS は, 
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また, 線分 ABと 2xy = で囲まれる部分の面積 )( aT は,  
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以上より, 
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［解 説］ 

微積分の標準的な問題です。計算の質や量も適当です。 
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３                              問題のページへ 

(1) まず, 点 P を辺 21AA 上に固定する。さらに, 正八角

形の中心を Oとし, 点 P, Qの Oに関する対称点をそれ
ぞれ P¢ , Q¢とおく。また, 76AA//PS となるように点

Sを辺 43AA 上にとる。 

以下 , 対称性より , 点 Q が 2PA , 32AA , 43AA , 

54AA , PA5 ¢上にあるときを考える。 

(i)  点 Qが 2PA , 32AA , SA3 上にあるとき 

PQ//QP ¢¢ より, 点 R が点 6A にあるとき, PQR△ の

面積はつねに最大になり,  

PQR△ ≦ 6PQA△  

このとき点 Q を動かすと, 6PA からの距離が最大と

なるのは, Qが Sに一致するときである。すなわち,  

6PQA△ ≦ 6PSA△  

(ii) 点 Qが 4SA , 54AA , PA5 ¢上にあるとき 

PQ//QP ¢¢ より, 点 R が点 7A にあるとき, PQR△ の

面積はつねに最大になり,  

PQR△ ≦ 7PQA△  

このとき点 Q を動かすと, 7PA からの距離が最大と

なるのは, Qが 4A に一致するときである。すなわち,  

7PQA△ ≦ 74APA△  

(i)(ii)より, 6PSA△ と 74APA△ の面積を比べると,  

74APA△ ≧ 64 APA△ ≧ 6PSA△  

以上より, △PQR の面積は, =PQR△ 74APA△ のと

き最大となる。 

さて, 74 AA 21
2
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1 +=++=  

また, Pから 74 AA までの距離は, 
2

11 + より,  

74APA△ ( )
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(2) 点 Qが頂点 1A に一致するとき, 正八角形の外接円の直径の両端として, P ¢¢ , Q ¢¢

をとるとき, °=¢¢¢¢Ð 90RQP となる。 

そこで, RQP ¢¢¢¢△ の面積が最大となるのは, RPOA1 ¢¢¢¢^ のときであり, 直径

RP ¢¢¢¢ が 73AA に一致する。 
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よって, △PQRの面積は, =PQR△ 731 AAA△ のとき最大となる。 

さて, 
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=°-=° から, 外接

円の半径 rは,  
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以上より, △PQRの面積の最大値は,  
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［解 説］ 

平面図形の最大・最小問題ですが, 制限時間のある入試ではキツイ内容です。特に, 

どこまで記述すればよいのか迷ってしまいます。(1)では丁寧に書きましたが, (2)では

そのエネルギーが枯渇しています。 
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４                              問題のページへ 

(1) )1)(()( xnnxax nn -+-=f に対して,  

{ } )122()()1()( ++-=---+=¢ nxanxxnax nnnf  

また, xey -= に対して, xey --=¢  

さて, 2曲線 )1)(( xnnxay n -+-= と xey -= が ntx = で接するとすると,  
nt

nn enta --=++- )122( ………①, nt
nnn etnnta -=-+- )1)(( ………② 

na ＞0より, ①②から, =-- 122 ntn )1)(( nn tnnt -+-  

01)12( 22 =--+-- nntnt nn  

よって, 
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n＜ nt ＜ 1+n から, 
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512 +-= ntn となり, ①に代入すると,  
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(2) まず, )( xy nf= と x軸によって囲まれる部分の面積は,  

6
)1(

6
)1)(( 31

nn
n

n
n

annadxxnnxa =-+=-+-ò
+

 

ここで , 0≦x≦n において, 曲線 xey -= と

)(0 xy f= , )(1 xy f= , … , )(1 xy n-= f によっ

てはさまれた部分の面積を nT とおくと,  
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さて, 条件より, 110 ++++ nnn TSSST ＜＜ L であり,  
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［解 説］ 
(2)では, 最初, nS を定積分で立式しましたが, とうてい計算を実行する気になれま

せん。そこで, 第 2問と同様に, 
6
1公式が登場したわけです。 
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