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１                              問題のページへ 
(1) まず, 1P , 2P が曲線 1=xy 上にあることより, t, sを実数として, ( )

tt 1,OP1 = , 

( )
ss 1,OP2 = とおくことができるので, 条件より,  
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ここで, ),(OP3 yx= とおくと,  
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さて, 1=xy とおくと, ( ) 12
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0≠s , 0≠t より, ②を満たす s, t は存在しなので, 3P は曲線 1=xy 上にはない。 
(2) 1P , 2P が円周 122 =+ yx 上にあるので, α , β を実数として,  

)sin,cos(OP1 αα= , )sin,cos(OP2 ββ=  

すると, 123 OPOP2
3OP −= ( )αβαβ sinsin2

3,coscos2
3 −−=  

3P も円周 122 =+ yx 上にあるので, ( ) ( ) 1sinsin2
3coscos2

3 22
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11sinsin3coscos34
9 =+−− αβαβ , 4
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条件より, 234 OPOP2
3OP −= なので,  
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ここで, ),(OP4 yx= とおくと, ③より,  
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よって, 4P も円周 122 =+ yx 上にある。 
 
［解 説］ 

(1), (2)とも, 曲線を媒介変数表示し, 題意に沿って立式しました。実戦的には, こ
の方法が一番です。 
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２                              問題のページへ 
(1) ×が 3 個出る前に○が 2 個出る場合は, ×○○, ××○○, ×○×○のいずれか
なので, その確率 2P は,  

)21)(1()1()1()1( 223
2 pppppppppppP +−++−=−+−+−=  

 )21)(1( 2ppp +−−=  

(2) ×が 3個出る前に○が n個出る場合は,  
(i)  最初の×の後, ○が続けて n個出るとき 
このときの確率は, 1)1( −− npp である。 

(ii) 最初×が 2個出た後, ○が続けて n個出るとき 
このときの確率は, nn ppppp )1()1( 1 −=− − である。 

(iii) 最初の×の後, ○が続けて k個, 次に×さらに○が続けて kn − 個出るとき 
このときの確率は, 11 −nk≦≦ として,  

23121 )1()1()1( −−−− −=−− nknk pppppp  
(i)～(iii)より, ×が 3個出る前に○が n個出る確率 nP は,  
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［解 説］ 

(1)で具体例を練習し, (2)で一般化する問題です。注意深く考えていけば, 完答でき
ます。文系と共通問題です。 
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３                              問題のページへ 

(1) )tan,(R θrr とおくと, PRと lが垂直より, 1tan −=⋅− αθ
r

pr となり,  

αθα pr =+ )1tan( , 1tan +
= θα

αpr ………① 

また, )1,(Q q とおくと, OQと lが垂直より, 

11 −=⋅αq , α−=q ………② 

また, PR の中点 ( )2
tan,2

prr +θ と OQ の中点 ( )2
1,2

q

を結ぶ直線が lとなり, その傾きがα から,  

( )222
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2
tan qrpr −=−+ α , 1)tan( +−−=− pqr ααθ  

①②を代入して, 1)tan(1tan
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+
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α  
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よって, 1tan)12( 222 +−+=+−− ppp ααθαα から,  
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(2) 直線 OQの方程式が, ( )xy 3tan θ= より, 3tan1 θq=  

②より, 3tan1 θα−= , α
θ 1
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すると, 
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③④より, 
)12(
1

2

22

+−−
+−+

p
pp

αα
αα

αα
α

3
13

3
2

−
+−=  

)12)(13()1)(3( 22222 +−−=+−+− ppp ααααα  
まとめて, 0)2()2(2)2( 24 =−+−+− ppp αα , 0)12)(2( 24 =++− ααp  
よって, 2=p のとき, どのようなα に対しても成立するので, 条件を満たす点 P

は存在する。 
 
［解 説］ 

(1)はいろいろな解法が考えられますが，いずれを採用しても, 計算量はかなり多め
です。
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４                              問題のページへ 
(1) xyzzyx =++ 222 （1≦x≦y≦z）……①において, y≦3より, 3,2,1=y  

(i)  1=y のとき 1=x より, zz =++ 211 , 022 =+− zz  
0781 ＜−=−=D より解なし。 

(ii) 2=y のとき xzzx 24 22 =++ , 042 22 =++− xxzz  
2,1=x のいずれの場合も, 04)4(4 22 ＜−=+−= xxD より解なし。 

(iii) 3=y のとき xzzx 39 22 =++ , 093 22 =++− xxzz  
このとき, 1≦x≦3かつ 0365)9(49 222 ≧−=+−= xxxD から, 3=x となり,  

01892 =+− zz , 0)6)(3( =−− zz , 6,3=z  
(i)～(iii)より, )3,3,3(),,( =zyx , )6,3,3(  

(2) ),,(),,( cbazyx = が①を満たすので,  

abccba =++ 222 （1≦a≦b≦c）………② 
ここで, bcaz +−= とすると, zは整数で,  

)()( 222222 bcabcbcacbbczzcb +−−+−++=−++  
      0222 =−++= abccba  

(1)より, b≧3であり,  
0)(2)1( ＞≧ accacabccbcacz −+=−−−=−+−=−  

よって, bczzcb =++ 222 （1≦b≦c≦z）となる整数 zが存在する。 
(3) 数列{ }na , { }nb , { }nc を, 次の漸化式で定義する。 

31 =a , 31 =b , 31 =c  
nn ba =+1 , nn cb =+1 , nnnn cbac +−=+1  ),2,1( L=n  

すると, (2)より, すべての自然数 nに対して,  
nnnnnn cbacba =++ 222  )1( nnn cba ≦≦≦  

さらに, 021 ＞≧ nnnnnnnn acccbacc −−+−=−+ から, すべての ),,( nnn cba は

異なるので, ①を満たす組 ),,( zyx は, 無数に存在する。 

 
［解 説］ 

(1)と(2)の誘導によって, (3)の証明がスムーズに行えます。なお, (1)については, 最
初, すべての場合をチェックしましたが, 解なしのケースがほとんどなので, 作り直
した解です。また, (2)では, z を bcaz +−= として設定していますが, これは②と

bczzcb =++ 222 の両辺の差をとって見つけています。 
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５                              問題のページへ 
(1) 2

1
1 =a , 21

)1( n

n
n

a
aa

+
=+ より, 帰納的に 0＞na である。 

さて, n
nn

n

n
aaa

a
a ++=+=

+
21)1(1 2

1
……(＊)から, 

n
n ab 1= とおくと,  

n
nn bbb 121 ++=+  

以下, 数学的帰納法を用いて, n＞1のとき nbn 2＞ となることを示す。 

(i)  2=n のとき 
222

9
2
12212

1
12 ×=++=++= ＞bbb となり, 2=n のとき成立する。 

(ii) kn = のとき 
kbk 2＞ と仮定すると, )1(22121 ++++=+ kbbbb k

k
kk ＞＞  

よって, 1+= kn のときも成立する。 
(i)(ii)より, n＞1のとき nbn 2＞ である。 
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n

n 21 ＞= より, nan 2
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すると, (2)より, n→∞のとき, →++∑
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［解 説］ 

適切な誘導のついている数列と微積分の総合問題で, 演習すべき 1題です。 
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６                              問題のページへ 

(1) x＞0のとき, 
1
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e
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すると, 0)( ＞xf ′ より, )( xf は単調に増加する。 
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以上より, x＞0において, 任意の実数 aに対して, ax =)(f となる xがただ 1つ

存在する。 
(2) まず, )( tx f= とおくと, )( tdt

dx f ′= となる。 

また, 8)( =tf とすると, 8
1

)3(12
2

3
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−
−

t

tt

e
ee となり,  

02923 23 =+−− ttt eee , 0)143)(2( 2 =−+− ttt eee  
ここで, t＞0より 1＞te となり, 2=te , 2log=t である。 

同様に, 27)( =tf とすると, 27
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091294 23 =+−− ttt eee , 0)334)(3( 2 =−+− ttt eee  
1＞te から, 3=te , 3log=t である。 
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さて, teu = とおくと, tedt
du = であり, 2log=t のとき 2=u , 3log=t のとき

3=u となることより,  
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以上より, =∫
27

8
)( dxxg )3log2log1(122log83log27 −+−−  

       3log392log2012 +−−=  
 
［解 説］ 

逆関数の定積分を題材とした重要問題です。過去にも, たとえば 1998 年に東北大
で類題が出ています。 
 


