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１                              問題のページへ 

cbxaxx ++= 2)(f に対して, 1)1( -=-f , 1)1( =f より,  

1-=+- cba ……①, 1=++ cba ……② 

①②より, 1=b , ac -=  

さて, )(13)( 2 xxx fg --= とおくと,  

)1()3()(13)( 222 -+--=-+--= axxaaxaxxxg  

ここで, 11 ≦≦ x- を満たすすべての xに対し, 0)( ≧xg である条件は,  

(i) 03 ≦a- )3( ≧a のとき 

)( xy g= のグラフは, 直線または上に凸の放物線であり, 3)1( =-g , 1)1( =g

より, 0)( ≧xg は成立する。 

(ii) 03 ＞a- )3( ＜a のとき 

)( xy g= のグラフは, 下に凸の放物線で, 軸は 0
)3(2

1 ＞
a

x
-

= である。 

(ii-i) 1
)3(2

10 ≦＜
a-

( )
2
5≦a のとき 

0)( ≧xg である条件は, 0)( =xg の判別式が 0以下であることと等しい。 

0)1)(3(41 ≦---= aaD , 013164 2 ≦+- aa  

よって, 
2

34
2

34 +- ≦≦ a となり, 
2
5≦a と合わせて

2
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2
34 ≦≦ a-  

(ii-ii) 1
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1 ＞
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( )3
2
5 ＜＜a  

3)1( =-g , 1)1( =g より, 0)( ≧xg は成立する。 

(i)(ii)より, 
2

34 -≧a  

このとき, òòò +=+=¢=
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すると, ( ) 2
2

34
3
8 2

+-≧I
3

31644 -= となる。 

 

［解 説］ 

文系に類題がありますが, 理系では条件が 1 つ少ないために場合分けが必要となり

ます。 
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２                              問題のページへ 

(1) 点 )(P z とし, 
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t＞0より, °=+=
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45)1(

2
7arg
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よって, °=Ð 45APB  

(2) (1)より, 点 Pは APBÐ が一定より, 2点 A, B を通る円周

上にある。さらに, PAから PBを測った角が °45 なので, 点

Pは, 右図の実線部に存在する。 

この円の中心を )(C w とおくと, °=Ð=Ð 90APB2ACB

より, 点 Cを中心に Aを °90 回転すると Bになるので,  

)6()77( wiwi -=-+ , iwi +=- 7)1(  

i
i
iw 43

1
7 +=
-
+=  

さて, 5OC == w , 円の半径 5436AC =+-=-= iw より, 線分 OP の長さ

が最大になる点 Pの位置は, OCの延長と円との交点であり, iwz 862 +== の場合

である。 

i
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)3(14
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-
, )7)(86()3(14 titit --+=- , 0)28( =- it  

よって, OPが最大になるのは 28=t のときである。 

 

［解 説］ 

誘導に従っていくと, 一見, 複雑そうに見える点 P の動きがよくわかってきます。

なお, 計算量も適当なものです。 
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３                              問題のページへ 

(1) 円錐 A を平面 tz = )10( ≦≦ t で切断したとき, その

切り口の円の半径を rとすると,  

1:12: tr -= , )1(2 tr -=  

よって, tz = 上で, この円の方程式は,  
222 )1(4 tyx -=+ ………① 

また, 円柱 B は, 中心 )0,0,1( で半径 1 の円を底面

とし, 中心軸が z軸に平行なので, その方程式は, tz = 上でも,  

1)1( 22 =+- yx ………② 

①と②の交点は, ①－②より,  
2)1(42 tx -= , 2)1(2 tx -=  

qcos1 -=t とおくと q2cos2=x となり, ①の半径

が qcos2=r から qcos=
r
x である。 

①より )cos1(cos4cos4cos4 22422 qqqq -=-=y  

  qqq 2sinsincos4 222 ==  

よって, q2sin±=y となり, 共通部分の面積は, 

{ }qqpqq 2sin1
2
1)2(1

2
1)cos2(

2
12)( 22 ××--×+=tS  

 pqqqqqpqq +-=--+= 2sin2cos22sin2cos4 2  

(2) qcos1 -=t より, q
q

sin=
d
dt となり, 0=t のとき 0=q , 1=t のとき

2
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òò +-== 2
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ここで, òò -= 2
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［解 説］ 

空間図形の求積に関する頻出題です。誘導の与え方を見て, 似た問題があったとい

う記憶があり, 調べてみると, それは 1994年度の 3番でした。
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４                              問題のページへ 

(1) 0142 =-- xx の解は 52 ±=x で, ba＞ から 52 +=a , 52 -=b となる。 

41 =+= bas  

182162)( 222
2 =+=-+=+= abbabas  

761264)(3)( 333
3 =+=+-+=+= baabbabas  

また, ba , は 0142 =-- xx の解なので, 0142 =-- aa となり,  

142 += aa , 214 -- += nnn aaa  

同様にして, 214 -- += nnn bbb なので,  

21
2211 4)()(4 --
---- +=+++=+= nn
nnnnnn

n sss bababa ………(＊) 

(2) 01 ＜＜b- なので 01 3＜＜b- となる。 

よって, 3b 以下の最大の整数は 1- である。 

(3) (1)より 21 , ss がともに正の整数なので, (＊)から帰納的に ns は正の整数である。 

さて, 数列{ }ns の 1の位の数を na とすると, (1)より 41 =a , 82 =a である。 

(＊)から ns の 1 の位のみ計算すると, 36484 =+´ から 63 =a , 32864 =+´ か

ら 24 =a , 14624 =+´ から 45 =a , 18244 =+´ から 86 =a となる。 

これから, (＊)を用いると, 数列{ }na は, 4, 8, 6, 2, 4, 8, …と周期 4の周期数列で

あることが帰納的にわかる。 

したがって, 350042003 +´= から, 2003s の 1 の位の数は 3s の 1 の位の数と等

しく, 6である。 

また, 2003
2003

2003 ba -= s であり, (2)と同様にして 01 2003＜＜b- より, 2003a 以

下の最大の整数の 1の位の数は 6となる。 

 

［解 説］ 

文系に類題があるのですが, 理系のこの問題では, 数値が少し異なるだけにもかか

わらず, (＊)を用いてオーソドックスに周期性の説明を行おうとすると, たいへん時間

がかかりそうでした。 1a と 2a の特性について調べるのが, 一筋縄ではいかないから

です。そのため, 1の位だけを計算して, 周期性が現れたところで, それ以降は「帰納

的に」と書いているわけです。 
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５                              問題のページへ 

(1) nX が 5 で割り切れる事象を A とすると, Aは nX が 5 で割り切れない, すなわ

ち第 1 回目から第 n 回目まで 5 以外の目が出る事象を表すので, ( )nAP
6
5)( = と

なる。 

よって, ( )nAPAP
6
51)(1)( -=-=  

(2) nX が 4 で割り切れる事象を B とすると, Bは nX が 4 で割り切れない事象を表

し, 第 1 回目から第 n 回目まで奇数の目が n 回出るか, 奇数の目が 1-n 回出て残

り 1回が 2または 6の目が出る場合を意味する。 

( ) ( ) ( ) ( ) 11
1
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3
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2
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+=+=

nnn
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n nBP  

よって, ( ) ( ) 1

2
1

32
11)(1)(

-
--=-=

nn nBPBP  

(3) nX が 20で割り切れる事象は A∩Bなので,  

)(1)(1)( BAPBAPBAPpn UII -=-==  

 { })()()(1 BAPBPAP I-+-= )()()(1 BAPBPAP I+--=  

さて, BA I は nX が 5 でも 4 でも割り切れない事象を表し, 第 1 回目から第 n

回目まで 1または 3の目が n回出るか, 1または 3の目が 1-n 回出て残り 1回が 2

または 6の目が出る場合を意味する。 
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よって, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 11
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( ) { ( )( ) ( ) }nnn
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211log1
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5log1)1log(1 +-+++=-  

     { ( )( ) ( ) }nn
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n 5
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211log1
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5log +-+++=  

ここで, 一般的に 11 ＜＜r- のとき 0lim =
¥®

n

n
r , 0lim =

¥®

n

n
nr なので,  

6
5log)1log(1lim =-

¥®
n

n
p

n
 

 

［解 説］ 
有名問題です。最後の 0lim =

¥®

n

n
nr は, 証明を省略して使っています。 



2003 東京大学（理系）前期日程  解答解説 

© 電送数学舎 2003 －6－ 

６                              問題のページへ 

半径 1 の円に正十二角形を内接させ, 正十二角形の 1 辺の

長さを lをすると, 余弦定理より,  

3230cos11211 222 -=°×××-+=l , 32 -=l  

さて, 明らかに正十二角形の周の長さは, 円周の長さ p2 よ

り短いので,  

p212 ＜l , p＜326 - , 2)32(36 p＜- ………① 

ここで, 22 74.1373.1 ＜＜ から 74.1373.1 ＜＜ となるので,  
205.33025.936.9)32(36 =- ＞＞ ………② 

①②より 22 05.3＞p となり, 円周率p は 3.05より大きい。 

 

［解 説］ 

1 年ほど前, 「円周率が 3 ならば円と正六角形は同じなると塾の先生が言ってい

た」と子供が話していたことを思い出しました。正八角形を用いても証明はたぶんで

きるだろうという気がしましたが, 安全策をとり正十二角形を用いました。 

30°


