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１                             解答解説のページへ 
K を 3 より大きな奇数とし, l m n K   を満たす正の奇数の組 ( , , )l m n の個数

N を 考 え る 。 た だ し , た と え ば , 5K  の と き , ( , , ) (1, 1, 3)l m n  と

( , , ) (1, 3, 1)l m n  とは異なる組とみなす。 

(1) 99K  のとき, N を求めよ。 
(2) 99K  のとき, l, m, n の中に同じ奇数を 2 つ以上含む組 ( , , )l m n の個数を求

めよ。 
(3) N K を満たす最小の K を求めよ。 
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２                             解答解説のページへ 
a を実数とし, 実数 x の関数 2 2( ) ( 3 )( 1)x x x a x   f を考える。 

(1) ( )xf の最小値が負となるような a のとりうる値の範囲を求めよ。 
(2) 2a  のとき, ( )xf は 2 つの極小値をもつ。このとき, ( )xf が極小となる x の

値を 1α , 2α 1 2( )α α とする。 1 2( ) ( )α αf f を示せ。 
(3) ( )xf が x β において単調減少し, かつ, x β において最小値をとるとする。

このとき, a のとりうる値の範囲を求めよ。 
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３                             解答解説のページへ 

正の整数 n に対して,  2
1

1 1
n

n
k

kS
n

   とする。 

(1) 正の実数 x に対して, 次の不等式が成り立つことを示せ。 
1 12 2

x xxx  


　≦ ≦  

(2) 極限値 lim n
n

S


を求めよ。 



2022 東北大学（理系）前期日程  問題 

 －4－ 

４                             解答解説のページへ 
xy 平面の第 1 象限内において, 直線 :l y mx ( 0 )m と x 軸の両方に接している

半径 a の円を C とし, 円 C の中心を通る直線 y tx ( 0 )t  を考える。また, 直線 l と

x 軸, および, 円 C のすべてにそれぞれ 1 点で接する円の半径を b とする。ただし, 
b a とする。 
(1) m を用いて t を表せ。 
(2) t を用いて b

a を表せ。 

(3) 極限値  
0

1lim 1
m

b
m a

 を求めよ。 
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５                             解答解説のページへ 
座標空間内において, ベクトル (1, 2, 1)a 



, (1, 1, 1)b  


, (0, 0, 1)c 


が定

める 2 直線 :l sa


, :l tb c 
 

( , )s t は実数 を考える。点 1A を原点 (0, 0, 0 )とし, 点

1A から直線 lに下ろした垂線を 1 1A B とおく。次に, 点 1 1B ( )t b c
 

から直線 l に下ろ

した垂線を 1 2B A とおく。同様に, 点 A ( )k ks a


から直線 lに下ろした垂線を A Bk k , 点

B ( )k kt b c
 

から直線 l に下ろした垂線を 1B Ak k とする手順を繰り返して , 点

A ( )n ns a


, B ( )n nt b c
 

( )n は正の整数 を定める。 
(1) ns を用いて 1ns  を表せ。 
(2) 極限値 lim n

n
S s


 , lim n

n
T t


 を求めよ。 

(3) (2)で求めた S, T に対して, 点 A, B をそれぞれA( )Sa


, B( )Tb c
 

とおくと, 直

線 AB は 2 直線 l , lの両方と直交することを示せ。 
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６                             解答解説のページへ 
半径 1 の円を底面とする高さが 3 の直円柱と, 半径が r の球を考える。直円柱の

底面の円の中心と球の中心が一致するとき, 直円柱の内部と球の内部の共通部分の体

積 ( )V r を求めよ。 
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１                              問題のページへ 
(1) 99l m n   を満たす正の奇数の組 ( , , )l m n に対して, a, b, c を自然数とし, 

2 1l a  , 2 1m b  , 2 1n c  とおくと, 奇数 ( , , )l m n の組の個数 N は自然

数 ( , , )a b c の組の個数と一致し,  
(2 1) (2 1) (2 1) 99a b c      , 51a b c   ………① 

①を満たす自然数 ( , , )a b c の組の個数は, 51 1 2C より,  

50 2
50 49C 12252N     

(2) (1)のとき, l, m, n の中に同じ奇数を 2 つ以上含む組 ( , , )l m n は,  
(i)  l m n  のとき ①から3 51a  となり, ( , , ) (17, 17, 17)a b c   

これより, ( , , )l m n は 1 組ある。 

(ii) l m n  のとき ①からa b c  となり, 2 51a c  かつa c から,  
( , ) (1, 49)a c  , (2, 47) , …, (16, 19) , (18, 15) , …, (25, 1)  

これより, ( , , )l m n は25 1 24  組ある。 
(iii) l n m  のとき (ii)と同様に, ( , , )l m n は 24 組ある。 
(iv) m n l  のとき (ii)と同様に, ( , , )l m n は 24 組ある。 
(i)～(iv)より, 求める ( , , )l m n の組の個数は1 24 3 73   となる。 

(3) K を 3 より大きな奇数とし, l m n K   のとき, (1)と同様にすると,  

(2 1) (2 1) (2 1)a b c K      , 3
2

Ka b c    ………② 

②を満たす自然数 ( , , )a b c の組の個数は, 3 212
CK 

より,  

2
1 2

2

11 1 1C 2 2 2 8K
K K KN 

        

ここで, N K のとき
2 1
8

K K  となり, 2 8 1 0K K   より 4 17K    

よって, N K を満たす最小の K は, 4 17 5  から 9 である。 
 
［解 説］ 

整数解の個数についての有名問題です。(1)と(3)については, 記述を省きましたが, 
球としきりの配置で場合の数を数えています。 
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２                              問題のページへ 
(1) 4 次関数 2 2( ) ( 3 )( 1)x x x a x   f は, 4x の係数が正より lim ( )

x
x


f とな

り, 最小値が存在する。そこで,   2 23 9( ) ( 1)2 4x x a x    f と変形すると,  

(a) 9 04a ≧  9
4a≧ のとき ( ) 0x ≧f から, ( )xf の最小値は 0 以上である。 

(b) 9 04a ＜  9
4a＜ のとき 

   3 91 02 4 4a   f となるので, ( )xf の最小値は負である。 

(a)(b)より, ( )xf の最小値が負となる条件は, 9
4a＜ である。 

(2) 2 2( ) (2 3)( 1) ( 3 ) 2( 1)x x x x x a x        f 2( 1)(4 11 2 3)x x x a      
ここで, 2( ) 4 11 2 3x x x a   g とおき, ( ) 0x g の判別式を D とすると,  

121 16(2 3) 32 73D a a      
すると, 2a  のとき 0D  となるので, ( ) 0x g は異なる 2 実数解をもち, こ

れを ,x p q ( )p q とおくと, ( ) 4( )( )x x p x q  g から,  
( ) 4( 1)( )( )x x x p x q    f  

2a  のとき ( 1) 2 4 0a   g か

ら , 1p q  となり , これより

( )xf の増減は右表のようになる。 
( )xf が極小となる x の値が 1α , 2α 1 2( )α α なので, 1p α , 2q α である。 

さて, 4 3 2( ) 5 ( 7 ) (2 3)x x x a x a x a      f とし, ( )xf を ( )xg で割ると,  

 2 (8 1)(2 3)8 19 32 731( ) ( ) 4 16 64 64 64
a aa ax x x x x a        f g  

これより, 32 73( ) ( ) ( )64
aq p q p  f f となり, 2a  のとき 32 73 0a  

なので, ( ) ( ) 0q p f f すなわち ( ) ( )p qf f から 1 2( ) ( )α αf f である。 
(3) ( ) ( 1) ( )x x x  f g に注意して場合分けをすると,  

(i)  0D   73
32a  のとき 

( ) 0x g より, ( )xf の増減は右表のようになる。 
すると, 1β  となり条件に適する。 

(ii) 0D   73
32a  のとき 

 211( ) 2 4x x g より, ( )xf の増減は

右表のようになる。 
すると, 1β  となり条件に適する。 

x … p … 1  … q … 
( )xf  － 0 ＋ 0 － 0 ＋ 
( )xf       0      

x … 1  … 
( )xf  － 0 ＋ 
( )xf    0   

x … 11
8  … 1  … 

( )xf  － 0 － 0 ＋ 
( )xf       0   
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(iii) 0D   73
32a  のとき 

( ) 4( )( )x x p x q  g ( )p q となり, ( 1) 2 4a  g に注意して,  

(iii-i) ( 1) 0 g  732 32a  のとき 

11
2 8

p q  で , ( 1) 0 g なの

で 1p q  となり, これより ( )xf

の増減は右表のようになる。 
すると, 9

4a  のとき, (1)から ( ) 0p f なので pβ  となり条件に適する。 

また, 9
4a  のとき,  2 23( ) ( 1)2x x x  f となり 3

2β  で条件に適する。 

さらに, 9
4a  のとき, ( ) 0p f となり 1x  で最小値をとるので不適である。 

以上より, 92 4a＜ ≦ のとき条件に適する。 

(iii-ii) ( 1) 0 g ( 2)a  のとき 
2( ) ( 1)(4 11 7)x x x x    f  

  2( 1) (4 7)x x    
これより, ( )xf の増減は右表のようにな

る。すると, 7
4β  となり条件に適する。 

(iii-iii) ( 1) 0 g ( 2)a  のとき 
(2)より, ( ) ( )p qf f から, pβ  となり条件に適する。 

(i)～(iii)より, 求める a の範囲は, 9
4a ≦ , 73

32 a≦ である。 

 
［解 説］ 

4 次関数の微分と増減の問題ですが, 繁雑な場合分けが必要で, 時間的には厳しい

ものがあります。なお, (1)については, 初め, 真正面から攻略したのですが沈没してし

まい, 方針を転換しました。もっとも, まったく無駄ではありませんでしたが。 

x … p … q … 1  … 
( )xf  － 0 ＋ 0 － 0 ＋ 
( )xf          0   

x … 
7
4  … 1  … 

( )xf  － 0 ＋ 0 ＋ 
( )xf       0   
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３                              問題のページへ 

(1) 0x  のとき,  
22

1 (1 ) 02 4
x xx     から,  21 12

xx   ……①となり,  

 
22

2
2(1 ) 12 2(2 )

x x xx xx xx
     

 

2

2
(2 ) 2(2 )

(2 )
x x xx

x
   

 


 

         
2

2(2 )
x xx

x
 



2

2
( 1) 0

(2 )
x x

x


 


 

これより,  21 12
x xx   


……②となり, ①②から,  

   2 2
1 1 12 2

x xxx     


, 1 1 12 2
x xxx     


 

よって, 0x  のとき, 1 12 2
x xxx  


　≦ ≦ ………③ 

(2) 正の整数 n, k に対して 2 0k
n

 なので, ③から, 
2 2

2
2

1 1 22

k k
n k n

k n
n

 


　≦ ≦  

ここで,  2
1

1 1
n

n
k

kS
n

   から, 2 2
1 12 2

n n
n

k k

k kS
n k n 

 ≦ ≦ ………④ 

2
1 2

n

k

k
n

 2
11 1 ( 1)2 42

nn n nn
     

2 2
1 12 2

n n

k k

k k
n k n n  

 ≧ 2
11 1 ( 1)2 2(2 1)2

nn n nn n
   


 

④より, 1 1
2(2 1) 4n

n nSn n
 


≦ ≦ となり,  

すると, n のとき, 1 1
4 4

n
n
  , 1 1

2(2 1) 4
n

n
 


から, 1lim 4n
n

S


  

 
［解 説］ 

不等式を利用して, 無限級数の和を求める問題です。(1)は微分の応用, (2)は区分求

積法の利用という手も考えられます。 
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４                              問題のページへ 
(1) 直線 :l y mx ( 0 )m と x 軸に接している中心 A

で半径 a の円 C, および直線 l と x 軸と円 C に接して

いる中心 B で半径 b の円がある。ただしb a とする。 
ここで, 円 C の中心を通る直線 y tx ( 0 )t  に対

して, tant θ  0 4
πθ  とおくと,  

2 2
2tan 2tan2

1 tan 1
tm
t

θθ
θ

  
 

………① 

これより 2(1 ) 2t m t  となり, 2 2 0mt t m   から, 0t  に注意すると,  
21 1 mt m

   ………② 

(2) 右上図のように, AH BH となるように点 H を決めると, BAH θ  となり,  
AB a b  , BH b a  , 2 2AH ( ) ( ) 2a b b a ab      

tan
2
b at

ab
θ   より, 2 b a b at a bab

   となり, bp a とおくと,  

12t p p  , 2 2 1 0p tp   , 2 1p t t    

すると, 1p より 2 1p t t   となり,  

 22 2 2 21 2 1 2 1b p t t t t ta         ………③ 

(3) ①③より,  1 1b
m a     

2 2 2 2 21 2 2 1 (1 ) 12
t t t t t t tt

        

ここで, ②より
21 1

mt
m


 

なので, 0m  のとき 0t  となり,  

 
0

1lim 1
m

b
m a

  2 2
0

lim(1 ) 1 1
t

t t t


      

 
［解 説］ 

よく見かける構図の円と接線の問題に, 極限計算が味付けされています。 
 

l 

a b 
A 

B 
H 

O x 

y 
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５                              問題のページへ 
(1) 2 直線 :l sa



, :l tb c 
 

( , )s t は実数 に対して , 点

A ( )n ns a


, B ( )n nt b c
 

をとり, A Bn n l から,  

( ) 0n ns a t b c b    
   

 
(1 2 1) (1 1 1) ( 1) 0n ns t          

これより, 2 3 1 0n ns t    ………① 
また, 1A Bn n l  から, 1( ) 0n ns a t b c a    

   

 

1(1 4 1) (1 2 1) 1 0n ns t        , 16 2 1 0n ns t    ………② 

②より 1
13 2n nt s   ……③となり, ③を①に代入して,  

 1
12 3 3 1 02n ns s      , 1

59 2 02n ns s    , 1
52

9 18n ns s   ………④ 

(2) ④より,  1
5 52

14 9 14n ns s    となり, 1 0s  から,  

    1 1
1

5 5 52 2
14 14 9 14 9

n n
ns s

 
     

よって,   15 5 2
14 14 9

n
ns


  より, lim n

n
S s


 5

14  

また, ③から,    5 5 2 13 14 14 9 2
n

nt    となり, lim n
n

T t


 5 1 43 14 2 7     

(3)  5A 14 a


,  4B 7 b c
 

に対し, 5 4AB 14 7a b c  
   

となり,  

 5 4AB 14 7a a b c a     
      5 4(1 4 1) (1 2 1) 1 014 7         

 5 4AB 14 7b a b c b     
      5 4(1 2 1) (1 1 1) ( 1) 014 7          

よって, 直線 AB は 2 直線 l , lの両方と直交する。 
 
［解 説］ 

空間図形を題材とした数列の極限の基本的な問題です。ただ, 問題文の記法に戸惑

うと……。 

C(0, 0, 1)

l 
l

1B

2A
1A (O)

Ak 1Ak

Bk

(1, 2, 1)a 


(1, 1, 1)b  
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６                              問題のページへ 
半径 1 の円を底面とする高さが 3 の直円柱は,  

2 2 1x y ≦  かつ 0 3z≦ ≦ ………① 
また, 半径が r の球は, 2 2 2 2x y z r  ≦ ………② 

このとき, 直円柱の内部と球の内部の共通部分は, ①かつ②

を yz 平面で切断し, この断面を z 軸のまわりに回転した立体

になる。 
そこで, yz 平面 ( 0 )x  での断面は,  

1 1y ≦ ≦  かつ 0 3z≦ ≦  かつ 2 2 2y z r ≦  
そして, 共通部分の体積を ( )V r とおくと,  

(i)  0 1r＜ ≦ のとき 

共通部分は半球になるので, 3 31 4 2( ) 2 3 3V r r rπ π    

(ii) 1 3r≦ ≦ のとき 

共通部分の 0x  での断面は右図の網点部となり,  

2

2 2 2

1
( ) 1 1

r

r
V r r y dzπ π


       

  
2

2 2 2

1
1 ( )

r

r
r r z dzπ π


     

  2

32 2
1

1 3
r

r
zr r zπ π


        

     2 2 2 3 2 21 1 ( 1) 13r r r r r r rππ π          

   
22 3 22 121 13 3

rr r rπ π       
23 22 2 2 13 3

rr rπ     

(iii) 3 2r≦ ≦ のとき 

共通部分の 0x  での断面は右図の網点部となり,  

2

3
2 2 2

1
( ) 1 1

r
V r r y dzπ π


       

  
2

3
2 2 2

1
1 ( )

r
r r z dzπ π


     

  2

3 32 2
1

1 3 r
zr r zπ π


        

     2 2 2 2 21 3 1 3 3 ( 1) 13r r r r rππ π          

   
22 2 22 11 3 1 33

rr r rπ π        

   
22 22 23 1 33

rr rπ      

O 1 
1 

r 

r 

3

x 

y 

z 

3

1 r1r y 

z 

O 

r

2 1r 

3

1 r1r y 

z 

O 

r

2 1r 

2 
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(iv) 2r ≧ のとき 
共通部分は直円柱になるので, 2( ) 1 3 3V r π π     

 
［解 説］ 

共通部分の体積の問題です。回転体の体積として計算できますので, 場合分けは面

倒ではありません。計算はやや難ですが。 
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