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１                              問題のページへ 

(1) 23 bxxy += ………①, abxaxy += 2 ………② 

①②の共有点は, abxaxbxx +=+ 223  

0)( 23 =--+ abxxabx  

0))(( =+- bxaxx より, bax -= ,,0  

右図より, b- ≦x≦0 では①の曲線が②の曲線の上方にあ

り, 0≦x≦aでは②の曲線が①の曲線の上方にある。 

よって, ①と②の曲線によって囲まれる部分の面積 Sは,  
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(2) a＞0, b＞0, 1=+ ba より, 0＜a＜1なので,  
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1 2 ----= aaa  

0＜a＜1 で 0122 2 ＜-- aa より, S の増減は右表

のようになる。 

よって, 
2
1,

2
1 == ba のとき, Sは最小値

32
1 をとる。 

 

［解 説］ 

(1), (2)とも, さしたる工夫もせず, 普通に解いてみました。 
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２                              問題のページへ 
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(2) (1)より, x≦
2
1- の範囲で, 2

2
11,1,21 xxxx -+++ に対して,  
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なお, 等号はともに 0=x のとき成立する。 

さて, ( )2

2
1121)( xxxx -+-+=g とおくと,  
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右表より, 0
2
1 ＜≦ x- のとき 0)( ＜xg , 0=x の

とき 0)( =xg , 0＞x のとき 0)( ＞xg となる。 

以上より, 0
2
1 ＜≦ x- のとき 

xxxx +-++ 1
2
1121 2＜＜  

0=x のとき 

xxxx +=-+=+ 1
2
1121 2  

0＞x のとき 

xxxx ++-+ 121
2
11 2 ＜＜  

また, グラフは右図のようになる。 

 

［解 説］ 

(2)はグラフがすぐ書けるので, 大小関係は直観的にわかりますが, きちんと示そう

とすると, 時間がかかります。
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３                              問題のページへ 

1 から 199 までの奇数を, 同じ得点となる数の個数によって場合分けをする。なお, 

それぞれの場合に適する奇数を nとする。 

(i) 同じ得点になる数がその数だけの奇数 

100＜n≦200より, 199,,105,103,101 L=n となる。 

(ii) 同じ得点になる数が 2個ある奇数 

100＜2n≦200より, 99,,55,53,51 L=n となる。 

(iii) 同じ得点になる数が 3個ある奇数 

100＜4n≦200より, 49,,31,29,27 L=n となる。 

(iv) 同じ得点になる数が 4個ある奇数 

100＜8n≦200より, 25,,17,15,13 L=n となる。 

(v) 同じ得点になる数が 5個ある奇数 

100＜16n≦200より, 11,9,7=n となる。 

(vi) 同じ得点になる数が 6個ある奇数 100＜32n≦200より, 5=n だけである。 

(vii) 同じ得点になる数が 7個ある奇数 100＜64n≦200より, 3=n だけである。 

(viii) 同じ得点になる数が 8個ある奇数 100＜128n≦200より, 1=n だけである。 

以上より, 求める期待値 Eは,  
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［解 説］ 

200を半分にして, またその半分というように, 大きい方から考えて解きました。 
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４                              問題のページへ 

(1) 線分 LPの中点を Sとすると,  

)(
4
1)OPOL(

2
1OS cba ++=+=  

これから, )OQOM(
2
1OS += と表せ, 点 S は

線分MQの中点に一致する。 

また, )ORON(
2
1OS += とも表せるので, S は

線分NRの中点にも一致する。 

よって, 線分 LP, MQ, NRは 1点で交わる。 

(2) 条件より, )(
2
1OLOPLP cbap ++-=-== ………① 

)(
2
1OMOQMQ cbaq +-=-== ………② 

)(
2
1ONORNR cbar -+=-== ………③ 

②③より rqa += , ①③より rpb += , ①②より qpc +=  

(3) 条件より, p-=-=-= LPAXXA  

qprqrppab -=---+=--=-= AXABXB  

rprqqppac -=---+=--=-= AXACXC  

rqp ,, が互いに直交することより, 四面体 XABC

の体積は,  

( ) rqprqp
6
1

2
1

3
1 =  

また, LPAX = より, Lから平面 ABCの下ろした垂線の長さと, Xから平面 ABC

の下ろした垂線の長さは等しいので, 四面体 XABC の体積と四面体 LABC の体積

は等しい。 

すると, Lは OAの中点から, 四面体 OABCの体積は, 四面体 XABCの 2倍とな

り, rqp
3
1 である。 

 

［解 説］ 

(3)で与えられた条件によって, 四面体 OABC の 4 つの面は合同になります。この

とき, この四面体は直方体に埋め込まれるということが元になっています。ずいぶん

前になりますが, 1993年に東大・理で, この考え方を利用する問題が出ています。 
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５                              問題のページへ 
viuwyixz +=+= , に対して, 1== wz より,  

12222 =+=+ vuyx ………① 

また, ivyuxwz )()1(1 ++++=++ なので, 11 ＜wz ++

より,  

1)()1( 22 ＜vyux ++++ ………② 

さらに, 条件が z と w に関して対等なので, 一般性を失うこ

となく, 0＜yv から y＞0, v＜0とすることができ,  

11,11 ＜＜＜＜ ux -- ………③ 

②より, 122221 2222 ＜yvvyxuuxux ++++++++  

①を代入すると, 01 ＜yvxuux ++++  

0)1)(1( ＜yvux +++ ………④ 

ここで, )1(Q),1(P wz ++ とおくと, ④は 0OQOP ＜×

を意味するので, °Ð 90POQ＞ ……⑤となる。 

さて, 点 Pを点 1に関して対称移動した点を Rとおくと, 

)1(R z- となり, °=Ð 90POR である。 

すると, yixz --=- 11 から, ⑤の条件は, xu -+ 11 ＜  

0＜ux + ………⑥ 

以上より, 求める条件は, ③⑥から, 11,11 ＜＜＜＜ ux -- , 0＜ux +  

 

［解 説］ 

④の左辺を内積とみて, 後半は図形的に考えました。 
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６                              問題のページへ 

(1) nが自然数のとき, 
!n

te
n

t＞ )0( ≧t を数学的帰納法で示す。 

(i)  1=n のとき tet t -=)(f とおくと, 1)( -=¢ tetf  

t≧0のとき, 0)( ≧tf ¢ より 01)0()( ＞≧ =ff t となり, tet＞ が成立する。 

(ii) kn = のとき 
!k

te
k

t＞ )0( ≧t が成立するとし, 
!)1(
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k
tet

k
tg とおく。 
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t≧0のとき, 0)( ＞tg ¢ より 01)0()( ＞＞ =gg t となり, 
!)1(

1

+

+

k
te

k
t＞ が成立する。 

(i)(ii)より, すべての自然数 nに対して, 
!n

te
n

t＞ )0( ≧t が成立する。 
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これは, 0=m のときも満たしている。 

 

［解 説］ 

どんな自然数 n に対しても 0lim =
¥® x

n

x e
x となりますが, この証明を一度はやっていな

いと, (2)で, (1)の不等式の 1+= kn の場合を考えつくのは, 難しいでしょう。 


