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１                             解答解説のページへ 
箱の中に, 2 と書かれた札 1 枚と, 3 と書かれた札 2 枚が入っている。この箱から札

を 1 枚引き, 書かれている数字を見てからもとにもどす。この試行を n 回繰り返す。

このとき, j 回目の試行で引いた札に書かれている数字を ja とし, 1a , 2a , …, na の

積を nA とおく。さらに, nA を 12 で割った余りを nr とする。 3n≧ のとき, 以下の問

いに答えよ。 
(1) 2 と書かれた札が出る回数を p とする。このとき, 6nr  となるための p がみた

す必要十分条件を求めよ。 
(2) 6nr  となる確率を n を用いて表せ。 
(3) 0nr  となる確率を n を用いて表せ。 
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２                             解答解説のページへ 
四面体 OABC に対し, OA a

 

, OB b
 

, OC c
 

とおく。辺 OA, OB, OC を1 : 2
に内分する点を, それぞれ P, Q, R とし, 辺 BC, AC, AB を2 : 1に内分する点を, それ

ぞれ D, E, F とする。このとき, 以下の問いに答えよ。 
(1) 4 点 P, Q, D, E が同一平面上にあることを示せ。 
(2) 4 点 P, Q, D, E の定める平面と直線 FR の交点を S とするとき, ベクトルOS



を

a


, b


, c


を用いて表せ。 
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３                             解答解説のページへ 
以下の問いに答えよ。 

(1) 定積分
1

4 4

0
(1 )x x dx を求めよ。 

(2) 定積分
4 41

20

(1 )
1

x x dx
x


 を求めよ。 

(3) 不等式 1 22 1
1260 7 630π   を示せ。 
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４                             解答解説のページへ 
a, b, c を定数とする。関数 ( ) sin cos sin2x a x b x c x  f は, 4x π で極大値

6 2 3 をとるとする。また, 2

2

( ) 12x dx
π

π
 f であるとする。このとき, a, b, c の

値を求めよ。また, 区間 xπ π ≦ ≦ における ( )xf の最小値を求めよ。 
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５                             解答解説のページへ 
実数全体を定義域とする関数 ( )xf は, すべての実数 a, b に対し,  

( ) ( ) ( ) 4a b a b ab   f f f  
をみたすとする。さらに, 関数 ( )xf は 0x  で微分可能で, (0 ) 2 f であるとする。

このとき, 以下の問いに答えよ。 
(1) (0 )f の値を求めよ。 
(2) 関数 ( )xf は区間 ( , )  で微分可能であることを示せ。また, 関数 ( )xf を求

めよ。 

(3) 関数
1

1( ) ( )
x

x dtt g
f

( 1)x  の極限 lim ( )
x

x


g を求めよ。 
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１                              問題のページへ 
(1) 2 と書かれた札 1 枚と, 3 と書かれた札 2 枚が入っている箱から札を 1 枚引き, 数

字を見てからもとにもどす試行を n 回繰り返すとき, 引いた札に書かれている n 個

の数字の積を nA とおく。そして, nA ( 3)n≧ を 12 で割った余りを nr とする。 
6nr  であるとき, 12 6 6(2 1)nA k k    ( k は自然数 )と表せる。 

ここで, 2 と書かれた札が出る回数を p とすると, 3 と書かれた札が出る回数は

n p となるので,  
1 12 3 6 2 3p n p p n p

nA          
すると, 1 12 3p n p   は奇数より, 1 0p  から 1p  が必要である。 
このとき, 1 2 1n p n    ≧ となるので, nA は 6×(奇数)と表せ 6nr  である。 

よって, 6nr  の条件は 1p  である。 
(2) 6nr  であるのは, (1)より 1p  なので, その確率は,  

  
11

1
21 2C 3 3 3

nn
n n

n    

(3) 0nr  であるのは 2 112 12 2 3p n p
nA k       から, 2 0p ≧ かつ 1 0n p  ≧ , 

すなわち 2p≧ かつ 1n p ≧ である。 

ここで, 2 と書かれた札が少なくとも 2 回出る事象を E, 3 と書かれた札が少なく

とも 1 回出る事象を F とおくと, 0nr  となる事象はE F と表せる。 

すると ,     
11

1
(2 ) 22 1 2( ) C3 3 3 3

nn n
n n

nP E
  

   ,  1( ) 3
n

P F  であり , 

3n≧ からE F は空事象なので ( ) 0P E F  となり,  
( ) 1 ( ) 1 ( )P E F P E F P E F       

    1 { ( ) ( ) ( ) }P E P F P E F    

1(2 ) 2 11 0
3 3

n

n n
n  

     

    
13 (2 ) 2 1

3

n n

n
n    

  

 
［解 説］ 

確率の標準的な問題です。(3)は余事象と加法定理を利用する有名な方法です。 
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２                              問題のページへ 
(1) 四面体 OABC に対し, 辺 OA, OB, OC を1 : 2 に内分す

る点を, それぞれ P, Q, R とし, 辺 BC, AC, AB を2 : 1に

内分する点を, それぞれ D, E, F とすると,  
1 1PQ 3 3b a 

  

, 2 2 1 1ED 3 3 3 3
b c a c b a    
   

  

 

よって, PQ ED
 

となるので, 4 点 P, Q, D, E は同一平

面上にある。 
(2) 4 点 P, Q, D, E の定める平面と直線 FR の交点を S とする。 

まず, S は直線 FR 上にあるので, t を実数として,  

OS (1 )OF ORt t  
   2 1(1 ) 3 3

a bt t c    
 

 1 2 2
3 3 3

t t ta b c   
  

 

また, S は 3 点 P, Q, D の定める平面上にあるので, p, q を実数として,  

OS OP OQ (1 )ODp q p q    
    21 1 (1 )3 3 3

b cp a q b p q        
 

 

 

 1 2 2 2
3 3 3
p p p qa b c    
  

 

すると, a


, b


, c


は 1 次独立なので,  
1

3 3
pt  ……①, 12 2

3 3
pt   ……②, 2 2 2

3 3
p qt   ……③ 

①②から, 2 1
3 3
p p となり 1

3p  , 21 3t p    

③に代入すると, 2 22 23 3 q   より 1
3q  となり,  

1 2 2OS 9 9 9a b c  
   

 

 
［解 説］ 

空間ベクトルの四面体への応用について, 基本的な問題です。(1)は図形的には当然

なのですが。 

O 

A 

C 

B 

P Q 
R 

D E 

F 

S a


b


c

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３                              問題のページへ 
(1) 4 4 4 2 3 4 4 5 6 7 8(1 ) (1 4 6 4 ) 4 6 4x x x x x x x x x x x x           より,  

1 1
4 4 4 5 6 7 8

0 0
(1 ) ( 4 6 4 )I x x dx x x x x x dx         

15 6 7 8 9
0

61 2 1 1
5 3 7 2 9x x x x x       

61 2 1 1
5 3 7 2 9     1

630  

(2) 
4 4 8 7 6 5 4

2 2
(1 ) 4 6 4
1 1

x x x x x x x
x x
    

 
6 5 4 2

2
44 5 4 4

1
x x x x

x
     


より,  

 
4 41 1

6 5 4 2
2 20 0

(1 ) 44 5 4 4
1 1

x xJ dx x x x x dx
x x


      
    

117 6 5 3
20 0

1 2 4 14 47 3 3 1
x x x x x dx

x
           

1

20
1 2 4 11 4 47 3 3 1

dx
x

     


1

20
22 147 1

dx
x

 
  

ここで, tanx θ  2 2
π πθ   とおくと, 2

1
cos

dx dθ
θ

 となり,  

1 4
2 2 20 0
1 1 1

1 tan 1 cos
dx d

x

π

θ
θ θ

 
    4 4

00 4d
π π πθ θ    

よって, 22 2247 4 7J π π     である。 

(3) 0 1x≦ ≦ のとき, 2
1 1 12 1 x
≦ ≦ であり, 4 4(1 ) 0x x ≧ なので,  

4 4
4 4 4 4

2
(1 )1 (1 ) (1 )2 1

x xx x x x
x


 


≦ ≦ ………(＊) 

なお, 等号は 0x  または 1x  のときのみ成り立つ。 
そこで, (＊)の各辺を 0 から 1 まで積分すると,  

4 41 1 1
4 4 4 4

20 0 0

(1 )1 (1 ) (1 )2 1
x xx x dx dx x x dx

x


   
    

すると, 1
2 I J I  から, 1 22 1

1260 7 630π   となる。 

 
［解 説］ 

定積分を利用した不等式の証明問題です。(1)(2)と(3)のつながりは定積分を実行す

ると, 次第に見えてきます。なお, I については部分積分を利用する方法もあります。 
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４                              問題のページへ 
( ) sin cos sin2x a x b x c x  f に対して, ( ) cos sin 2 cos2x a x b x c x   f  

ここで, ( )xf は 4x π で極大値 6 2 3 をとることより,   6 2 34
π  f で, 

かつ   04
π f が必要であることより,  

2 2 6 2 32 2a b c    ………①, 2 2 02 2a b  ………② 

また, 2

2

( ) 12x dx
π

π
 f から, 2

2

( sin cos sin2 ) 12a x b x c x dx
π

π
   となり,  

2

0
2 cos 12b x dx

π

 ,   2
02 sin 12b x
π
 , 2 12b  ………③ 

②③より 6a b  , ①に代入すると 3c  となり, このとき,  
( ) 6sin 6cos 3 sin2x x x x  f  
( ) 6cos 6sin 2 3 cos2x x x x   f 2 26( cos sin ) 2 3 ( cos sin )x x x x     

  2( cos sin ){3 3 ( cos sin ) }x x x x     

     2 2 cos 3 6 cos4 4x xπ π     

すると,  3 6 cos 04x π   から, ( )xf の符号は 4x π の前後で正から負へと

変化することより, ( )xf は 4x π で極大値をとる。 

したがって, 6a b  , 3c  である。 
さて, 区間 xπ π ≦ ≦ において, ( ) 0x f の解は 3 ,4 4x ππ より, ( )xf の増減

は右表のようになる。 
これより, ( )xf の最小値は,  

 3 6 2 34 π  f  

 
［解 説］ 

微分と増減の問題です。後半の極大という十分性を確認するところは, ( )xf の符

号変化で処理をしましたが,   04
π f を示しても構いません。 

x π  … 
3
4 π  … 4

π  … π  

( )xf   － 0 ＋ 0 －  
( )xf  6          6  
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５                              問題のページへ 
(1) すべての実数 a, b に対して, ( ) ( ) ( ) 4a b a b ab   f f f ………① 

0b  を①に代入すると, ( ) ( ) (0 )a a f f f となり, (0 ) 0f である。 

(2) (1)から, 
0 0

( ) (0 ) ( )(0 ) lim lim
h h

h h
h h 

  
f f f

f となり, (0 ) 2 f より 

0

( )lim 2
h

h
h


f

………② 

このとき, ①から ( ) ( ) ( ) 4x h x h xh   f f f となり, ②と合わせて,  

 
0 0 0

( ) ( ) ( ) 4 ( )lim lim lim 4 2 4
h h h

x h x h xh h x xh h h  

  
    

f f f f  

よって, ( )xf は区間 ( , )  で微分可能であり, ( ) 2 4x x  f となる。 
2( ) (2 4 ) 2 2x x dx x x C    f  ( )C は定数  

すると, (0 ) 0f から 0C  となり, 2( ) 2 2x x x f である。 

(3) 1x  において, 
1

1( ) ( )
x

x dtt g
f

とすると, (2)より,  

21 1
1 1 1( ) 2 ( 1)2 2

x x
x dt dtt tt t

 
 g  

1
1 1 1
2 1

x
dtt t 

  

   1 1
1 1log log( 1) log2 2 1

xx tt t t
         1 1log log2 1 2

x
x 


 

   1 1 1log 1 log22 1 2x  


 

よって, lim ( )
x

x


g 1 1 1log1 log2 log22 2 2   である。 

 
［解 説］ 

関数方程式についての基本題です。誘導に従えば, (3)の結論までスムーズに流れて

いきます。 
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