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１                              問題のページへ 

(1) 条件より, 1
1
aA

a
⎛ ⎞− ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

cos sin
sin cos
r r
r r

θ θ
θ θ

⎛ ⎞− ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
なので,  

cosa r θ= ………①, 1 sinr θ= ………② 
①②より, 2 21a r+ = となり, r＞0から, 2 1r a= +  

2
cos

1
a
a

θ =
+

, 
2
1sin

1a
θ =

+
 

(2) 1 次変換 f によって, 平面上の点は, 原点のまわりにθ だけ回転し, さらに原点
との距離が r倍となる点に移るので, 1Q (1, 0 )に対し, 1Q (Q )n n+ = f から,  

1 1Q ( cos( 1) , sin( 1) )n n
n r n r nθ θ− −− −  

すると, 1OQ Qn n+△ の面積 ( )S n は, (1)より,  
11( ) sin2

n nS n r r θ−= ( )2 12
2

1 112 1
na

a
−= + ⋅

+

2 11 ( 1)2
na −= +  

(3) 1 cos sin1
sin cos

A r
θ θ
θ θ

− ⎛ ⎞⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠−
より, 1 2 2cos 7sin1

7 2sin 7cos
A r

θ θ
θ θ

− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎟ ⎟⎜ ⎜=⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠− +
となり, 条件から,  

3 51 (2cos 7sin )2 2r θ θ+≦ ＜  

(1)より, ( )
2 2 2

3 2 7 51
2 21 1 1

a
a a a

+
+ + +

≦ ＜ , 2
2 73 5

2 21
a
a
+
+

≦ ＜ であるので,  

23 3 4 14a a+ +≦ ………③, 25 5 4 14a a+ +＞ ………④ 

③より, 23 4 11 0a a− − ≦ となり, a＞0なので, 2 370 3a +＜ ≦  

④より, 25 4 9 0a a− − ＞ , (5 9)( 1) 0a a− + ＞ となり, a＞0なので, 9
5a＞  

すると, 2 378 33 3
+＜ ＜ から, ③④を満たす自然数 aは, 2a = である。 

このとき 10( ) 10S n ＞ から, 1 101 5 102
n−⋅ ＞ , 115 10n＞ となり, 両辺の対数をとって,  

10( log 5) 11n ＞ , 10(1 log 2) 11n − ＞ , 
10

11
1 log 2n
−

＞ ………⑤ 

ここで, 100.3 log 2 0.31＜ ＜ から, 
10

11 11 1115.7 160.7 1 log 2 0.69−
＜ ＜ ＜ ＜  

よって, ⑤を満たす最小の nは 16n= である。 
 
［解 説］ 

相似変換が題材となっています。この意味を考えると, nA の計算は, 必要不可欠
ではありません。 
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２                              問題のページへ 
まず, 2

πθ = のとき, 線分 PQを表す方程式は, 0x =  ( 0 1)y≦ ≦ である。 

また, 0 2
πθ≦ ＜ のとき, 線分 PQ を表す方程式は,  

tan sin8y xθ θ=− +  ( 0 8cos )x θ≦ ≦  

さて, 直線 x t= (0 8cos )t θ≦ ≦ 上における y の

とりうる値の範囲を求める。 
ここで, ( ) tan sin8

tθ θ θ=− +f とおくと,  

2
1( ) cos8 cos

tθ θ
θ

′ =− ⋅ +f
3

2
8cos

8cos
tθ

θ
−

=  

すると, 0 8cost θ≦ ≦ から 3 30 2 cost θ≦ ≦ となり, 
3

cos 2
tα = となるα がただ 1 つ

存在する。また, 8cos tβ = ( )cos 8
tβ = とおくと, 

3

2 8
t t≧ から, α β≦ である。 

これより, ( )θf の増減は右表のようになり,  

( )( ) tan sin sin 18 8cos
t tα α α α α=− + = − +f ( )

2 2
3 31 14 4
t t= − − +  

 
( )

2 1 23 2 34 4
2 4
t t− −= ⋅ ( )

2 3
3 21 48 t= −  

よって, 線分 PQが通過する部分 Dは,  

( )
2 3
3 210 48y x−≦ ≦  

したがって, D を x 軸のまわりに 1 回転してで
きる立体の体積 Vは,  

( )
28 33

0
1 464V x dxπ= −∫ ( )

2 48 23 3
0

64 48 1264 x x x dxπ= − + −∫  

 
5 7 833 3

0
3 3 164 48 1264 5 7 3x x x xπ ⎡ ⎤= − ⋅ + ⋅ −⎢ ⎥⎣ ⎦ ( )9 9 9 99 9 12 2 2 264 5 7 3

π= − ⋅ + ⋅ − ⋅  

 ( )3 9 9 12 1 5 7 3π= − + − 128
105 π=  

 
［解 説］ 

線分の通過領域を求める際に, 1 文字を固定して処理する有名問題です。なお, 定
積分の数値計算が面倒なので, 変数を取り直した方がよかったかもしれません。 

θ  0 … α  … β  
( )θ′f  ＋ 0 －  
( )θf 0    0 
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３                              問題のページへ 
(1) 2( ) ( )x x p q= − +f に対して, 条件から, ( 0 ) 1=f となり, 2 1p q+ = ………① 

次に, ( )y x= f と y x= を連立して,  
2( )x p q x− + = , 2 2(2 1) 0x p x p q− + + + = ………② 

x＞0で, ( )y x= f と y x= が接することより, ( )x x=f は正の重解をもち,  
2 2(2 1) 4( ) 0D p p q= + − + = ………③, 2 1 0p+ ＞ ………④ 

①③より, 2(2 1) 4p+ = となり, ④から, 2 1 2p+ = , 1
2p=  

①に代入すると, 3
4q = となり, このとき②の重解は, 2 1 12

px += =  

よって, 接点の座標は, (1, 1)である。 
(2) 2 1( ) ( ) ( )x x x= −g f f とおくと, 条件より ( ) 0α ＞g かつ ( ) 0β ＞g であり,  

2 2
2 2 1 1( ) ( ) ( )x x p q x p q= − + − − −g 2 2

2 1 2 12 12( )p p x p p q q=− − + − + −  
(i)  2 1p p≧ のとき ( )xg は単調に減少し, α ＜x＜ β において, ( ) ( ) 0x β≧ ＞g g  
(ii) 2 1p p＜ のとき ( )xg は単調に増加し, α ＜x＜ β において, ( ) ( ) 0x α≧ ＞g g  
(i)(ii)より, α ≦x≦ β において 1 2( ) ( )x x＜f f が成り立つ。 

(3) 点 (0, 1)を通り, 直線 y x= と点 (1, 1)で接する放物線

は, (1)より,  

( )2 231 12 4y x x x= − + = − +  

この放物線を 1( )y x= f とおき, 放物線 ( )y x= f が, 不
等式 11 (0 ) (0 )= ＜f f かつ 11 (1) (1)= ＜f f を満たすとする

と, (2)より, ( )y x= f は折れ線 Lと共有点をもたない。 
また, 1(0 ) (0 )＜f f または 1(1) (1)＜f f が満たされるとき, 長方形 R を通過する

放物線 ( )y x= f は, 折れ線 Lと共有点をもつ。 
そこで, 長方形 R を通過する放物線 ( )y x= f を, 折れ線 L と共有点がないよう

に動かすとき, ( )y x= f が通過する領域は, 1( )y x= f の

上部全体となる。 
したがって, 長方形 R から, 上記の通過領域 T を除いた

領域 S を図示すると, 右図の網点部となる。ただし, 境界
線は含む。また, この領域 Sの面積は,  

1 2
0

51 1( 1) 13 2 6x x dx− + = − + =∫  

 
［解 説］ 

(3)の論理展開は感覚的すぎると思いながらも, この程度の記述に留めました。
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４                              問題のページへ 
(1) 三角不等式を用いて, px q px q p x q+ + = +≦ ………① 

また, x≧1であれば,  
( )p x q p x q p x q x p q x+ = + + = +≦ ………② 

そこで, p q r+ = とおくと, ①②より, px q rx+ ≦ となる。 
(2) まず, 3 3 2 3( ) ( ) ( ) ( )x x k x ax bx c x k− + = + + + − +f  

      2 2 3( 3 ) ( 3 ) ( )a k x b k x c k= − + − + −  

3
ak= ＞0の場合は, ( ) ( )

2 33( ) ( ) 3 27
a ax x k b x c− + = − + −f  

そこで, x≧1のとき, 
2 3

3 27
a ab c l− + − = とおくと, (1)より,  

3( ) ( )x x k lx− + ≦f ………③ 

また, a, b, cは正の定数より, x≧1のとき,  
( )2 23 3( ) ( ) ( ) ( )x x x k x k+ + + +f f ≧( )23 33 3 2 2x x x x x+ ⋅ + ≧ ………④ 

③④より,  

( )

3
3

2 23 3

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
x x k

x x k
x x x k x k

− +
− − =

+ + + +

f
f

f f
≦ 2
lx l

xx
=  

(3) 正の数 kの整数部分を [ ]k , 小数部分をα とすると, 0 1α≦ ＜ である。 

さて, (2)より, すべての自然数 nに対して,  
[ ]3 ( )n n k α− − −f ≦ l

n , [ ]3 ( )l ln n kn nα α− − − +≦ ≦f ………⑤ 

また, 区間 :n
l lI xn nα α− +≦ ≦ とおくと, 1 2 3 nI I I I⊃ ⊃ ⊃ ⊃ ⊃! !となる。 

(i)  0 1α＜ ＜ のとき 
区間 : 0 1J x＜ ＜ とすると, 0n n≧ において nJ I⊃ となる 0n が存在する。しかし, 

[ ]3 ( )n n k− −f は整数であることから, ⑤は成立しない。 

(ii) 0α = のとき 
⑤より, [ ]3 ( )l ln n kn n− − −≦ ≦f ………⑥ 

ここで, [ ] 0k m= ＞ とおくと, 十分大きな nに対しても⑥が成立することより,  
3 ( ) 0n n m− − =f , 3( ) ( )n n m= +f ………⑦ 

すると, 3次関数 ( )xf に対し, 任意の自然数 nに対して⑦が成立するので,  
3( ) ( )x x m= +f  

 
［解 説］ 

(3)は, kが整数であることを示すのがポイントですが, その記述方法は……。 
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５                              問題のページへ 
(1) 漸化式 1 0a = , 2a r= , 1 1( )n n n n na a r a a+ −= + −  ( 2)n≧ ……①に対して,  

2n
rr =  (硬貨を投げ表がでたとき) 

1
2nr r=  (硬貨を投げ裏がでたとき) 

まず, 硬貨を 1回投げ表がでたとき, 
2

3 2 2 1( )2 2 2
r r ra a a a r r r= + − = + ⋅ = +  

また, 硬貨を 1回投げ裏がでたとき, 3 2 2 1
1 1 1( )2 2 2a a a a r r rr r= + − = + ⋅ = +  

よって, 3a の期待値 3p は,  

( )
2 2

3
1 1 1
2 2 2 4 4

r rp r r r= + + + = + +  

さらに, もう一度, 硬貨を投げると,  

(i)  表→表のとき 
2 2 2 3

4 3 3 2( )2 2 2 2 2 4
r r r r r ra a a a r r= + − = + + ⋅ = + +  

(ii) 表→裏のとき 
2 2 2

4 3 3 2
51 1( )2 2 2 2 4 2

r r ra a a a r rr r= + − = + + ⋅ = +  

(iii) 裏→表のとき 4 3 3 2
51 1 1( )2 2 2 2 2 4

r ra a a a r r= + − = + + ⋅ = +  

(iv) 裏→裏のとき 4 3 3 2
1 1 1 1 1 1( )2 2 2 2 2 4a a a a r rr r r= + − = + + ⋅ = + +  

よって, 4a の期待値 4p は,  

( )
2 3 2

4
5 51 1 1 1

4 2 4 4 2 2 4 2 4
r r rp r r r r r= + + + + + + + + +  

 
3 2 9 1 1

16 4 8 4 16
r r r r= + + + +  

(2) 1n n nb a a+= − ……②とおくと, 1 0b r r= − = で, ①から, 1n n nb r b −= となり,  
1 2 3 2 3n n nb b r r r r r r r= ⋅ = ⋅! !  ( 2)n≧  

ところで, 硬貨を 1n− 回投げたとき, 表が k回, 裏が 1n k− − 回でたとすると,  

( ) ( )
2 21

1
1

2 2 2
k nk n k

n n
r rb r r

− +− −

−
= =  

また, このときの確率は, ( ) ( ) ( )1 1
1 1

1 1 1C C2 2 2
k n k n

n k n k
− − −

− −= となる。 

そこで, nb の期待値を nq とするとき,  

( )
1 2 2 1

11
0

1C 22

n k n n
n n kn

k

rq
− − + −

−−
=

= ⋅∑
12 2

11
0

C
4

nn k
n kn

k

r r
−− +

−−
=

= ∑
1

2
11

0
C

(4 )

n
k

n kn
k

r r
r

−

−−
=

= ∑  

 ( ) 12 1
1

1(1 ) 4 4(4 )
nn

n
r rr r rr

−−
−

= + = +  

なお, この式は 1n= のときも成立する。 
さて, ②に対して, 両辺の期待値をとると, 1n n nq p p+= − ………③ 
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1 0p = なので, ③より,  
1

1
1

n
n i

i
p p q

−

=

= +∑ ( )
1 1

1

1
4 4

n i

i

rr r

−
−

=

= +∑  ( 2)n≧  

(i)  1 14 4
r

r + ≠  ( 2 3 )r ≠ ± のとき 

( )
( )

{ ( ) }
1

2 1
2

11 4 4 4 111 4 44 11 4 4

n
n

n

r
r r rp r r rr r
r

−

−− +
−= ⋅ = − +
− +− +

 

(ii) 1 14 4
r

r + =  ( 2 3 )r = ± のとき 

( 1)np r n= −  
(3) 数列{ }np が収束する条件は, r＞0から, 

(i)  2 3r ≠ ± のとき 
1 14 4

r
r + ＜ , すなわち 2 4 1 0r r− + ＜ より, 2 3 2 3r− +＜ ＜  

(ii) 2 3r = ± のとき 
lim n
n

p
→∞

=∞より, 不適である。 

(i)(ii)より, 求める条件は, 2 3 2 3r− +＜ ＜  

(4) (3)のとき, lim n
n

p
→∞

2

2
4
4 1
r

r r
−=
− + ( )22

4 4
4 1 11 2 3r rr

= =
− + − − − +

 

ここで, 2 3 2 3r− +＜ ＜ より, 1 1 12 3 2 3
2 3 2 3r− = = +
+ −

＜ ＜ となり,  

( )210 2 3 3r− − +＜ ≦  

したがって, 1 2r = ( )1
2r = のとき, lim n

n
p

→∞
は最小値 4

3 をとる。 

 
［解 説］ 

③式は, ｢和の期待値は期待値の和｣という考え方を用いています。阪大の出題範囲
からすると, 掟破りですが。 
 


