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１                              問題のページへ 

(1) 2: xyC = に対して, xy 2=¢  

さて, 条件より, 3 点 ),(A 2
kkk aa , ),(A 2

111 +++ kkk aa , 

),(A 2
222 +++ kkk aa について, 2A +k における C の接線が直

線 1AA +kk に平行であることから,  
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ここで, ),(AA 22
111 kkkkkk aaaa --= +++  

    ),1)(( 11 kkkk aaaa +-= ++  

),1)((AA 222 kkkkkk aaaa +-= +++  

すると, △ 21AAA ++ kkk の面積 kT は, ①を利用すると,  
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よって, kk TT
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1 =+ より, 
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(2) (1)より, 数列{ }kT は公比
8
1の等比数列であるので, 21 aa ＜ から,  
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さて, 直線 21AA と Cで囲まれた部分の面積 Sは,  
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［解 説］ 

三角形の面積に無限等比級数を組み合わせた標準的な 1題です。 
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２                              問題のページへ 

まず, 行列
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pp
A で表される 1 次変換 f は, 任意の点を原点まわり

に
3
p だけ回転し, さらに原点との距離を

2
1倍にする変換である。 

さて, )16,316(P から直線 OP と x 軸の正の部分と

なす角は
6
p であることより, )P(P1 f= , )P(P 1 nn f=+

で定義される点 nP が存在するのは,  

6
tan pxy = , 0=x , 

6
tan pxy -=  

すると, 網点部 :kD 0＜x , 0＜y , kyx --+ 23 ≦ に

含まれる nP は, 第 3 象限内の半直線
6

tan pxy = 上にあ

ることがわかるので, この nの条件は, l≧1として,  

363)1(6 -=+-= lln ………① 

また, nP と原点との距離を nd とおくと,  
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これより, ( ) nn
nd -== 52

2
132 ………② 

そこで, nP が半直線
6

tan pxy = )0( ＜x 上にあるときは, ①②より,  
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nd 68365 22 -+- ==  

さらに, 直線 kyx --=+ 23 は, 半直線 xxy
3

1
6

tan == p と直交し, 原点との距離

dは 12
13

2 ---
=
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d から, nP が kD に含まれる条件は, ddn≧ となり,  

168 22 --- kl≧ , 168 --- kl≧ , 
6

9+kl≦ ………③ 

そこで, 一般的に xを超えない最大整数を [ ]x で表すと, ③より, kD に含まれる nP

の個数は [ ]
6

9+k となる。 

 

［解 説］ 

回転・拡大の相似変換を題材にした問題です。角と距離の条件を個別に考え, 図形

的に解いています。 
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３                              問題のページへ 

a は 2次方程式 0122 =-- xx の解より, 122 += aa となり,  

)12(25)55()5)(5( ++++=++ aaaa cbacabcba  

       a)5055()25( cbaccab ++++=  

条件より, 1)5)(5( =++ aa cba なので,  

0)10(5)125( =+++-+ acbaccab  

ここで, a, b, cは整数, 21 ±=a は無理数より,  

0125 =-+ cab ………①, 010 =++ cbac ………② 

②より, )10( +-= acb となり, ①に代入すると,  

0125)10( =-++- caac , 1)2510( 2 =+-- aac ………③ 

すると, ③から cは 1の約数となり, 1±=c である。 

(i)  1=c のとき 

③より, 125102 =+-- aa , 024102 =-+ aa , 0)2)(12( =-+ aa  

12-=a のとき 2)2(1 =-´-=b , 2=a のとき 12121 -=´-=b となる。 

(ii) 1-=c のとき 

③より, 125102 -=+-- aa , 026102 =-+ aa となり, 整数解はない。 

(i)(ii)より, )1,2,12(),,( -=cba , )1,12,2( -  

 

［解 説］ 

整数についての基本問題です。式も扱いやすく, 計算量も少なめです。 
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４                              問題のページへ 

(1) まず, OPとOAのなす角をq , OPとOBのなす角
をjとおく。 

条件より, 0OPOP ＞×-=× ba ………① 

すると, 
2

0 pq＜≦ , pjp ≦＜
2

となり, 1== ba

から, ①より,  

jq coscos -= , )cos(cos jpq -=  

これより, jpq -= となり, OP は∠AOB の外角の

二等分線である。 

さて, 点 Qは OP上にあるので, kを正の定数として,  
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また, x=OA , y=OB とおくと ax=OA , by=OB となり, OQAQ ^ から,  
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これより, 
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そこで, Mは辺 ABの中点から, 
2

OM byax += となり,  
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以上より, MQとbは平行である。 

(2) (1)より, 
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［解 説］ 

aとbがともに単位ベクトルであるのに注目し, ひし形の対角線が角を二等分する

という定理をベースにした解です。 
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５                              問題のページへ 

(1) 点 ),( nn qp は , )(log nxy = と ( ) 11 22
=+- y

n
x の

第 1象限にある交点であるので,  
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ここで, 0＜ nq ≦1から, 0＜ 1-nqe ≦ 1-e となり, 
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すると, n→∞のとき 01 2 ®- nq すなわち 12 ®nq となり, nq ＞0から,  
1lim =

¥®
n

n
q  

(2) ò=
np

n

n dxnxS
1

)(log [ ] ò ×-=
nn p

n

p

n

dx
x

xnxx
11

1)(log
n

pnpp nnn
1)log( +-=  

(3) (2)の結果に④を適用すると,  
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［解 説］ 

ていねいな誘導のついた極限の問題です。この誘導がなければ難問です。 
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