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１                              問題のページへ 

(1) 条件より, OA =0 , BCABA =+= 01  

)(12 CEBBCBCABA +=+=+=  

)()( 2
23 CCEBCCEBBCABA ++=++=+=  

これより, n≧1のとき, )( 1-+++= n
n CCEBA L ……①と推測できる。ただし, 

EC =0 とする。以下, ①を数学的帰納法で証明する。 

(i)  1=n のとき BEBA ==1 より成立する。 

(ii) kn = のとき )( 1-+++= k
k CCEBA L と仮定する。 

)()( 21
1
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kk CCCEBCCCEBBCABA ++++=++++=+= -

+ LL  

よって, 1+= kn のときも成立する。 

(i)(ii)より, )( 1-+++= n
n CCEBA L となり,  

))(()( 1 CECCEBCEA n
n -+++=- -L )( nCEB -=  

(2) (1)より, )(3 CEA n - )( 3nCEB -= ………② 
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よって, EEC nnn 33 )2()8( -=-=  
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CE から, 3)(det =-CE となり, ②から,  
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［解 説］ 

(1)では, 方針に迷ったあげく, 結局は, 推測→帰納法という平凡な解き方を採用し

ました。 
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２                              問題のページへ 

(1) a=OA , b=OB , c=OC , d=OD とおくと,  

2
CDAB

22
MN +=+-+= cadb  

すると, ( )222 CDCDAB2AB
4
1MN +×+=  

    )60cos2(
4
1 22 tsts +°+=  

    )(
4
1 22 tsts ++=  

よって, 22

2
1MN tsts ++=  

(2) 122 =+ ts )0,0( ＞＞ ts より, qcos=s , qsin=t ( )
2

0 pq＜＜ とおくと,  

qqq 2sin
2
11sincos122 +=+=++ tsts  

すると, 12sin =q ( )
4
pq = のとき, 22 tsts ++ は最大値

2
3をとる。 

よって, (1)より, MNの最大値は
4
6

2
3

2
1 = である。 

 

［解 説］ 

平面ベクトルの基本題です。MNの表現がポイントとなっています。なお, (2)では, 

相加平均と相乗平均の関係を用いても OKです。 
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３                              問題のページへ 

(1) xxNx log)()( -=f に対して, 1loglog)( -+-=-+-=¢
x
Nx

x
xNxxf  

01)(
22
＜

x
Nx

x
N

x
x +-=--=¢¢f  

これより, 1≦x≦Nにおいて, 曲線 )( xy f= は上に凸である。 

また, )( xf ¢ の増減は右表のようになり,  

01)1( ＞-=¢ Nf , 0log)( ＜NN -=¢f  

すると, 0)( =¢ xf はただ 1つの解をもつ。 

これを a=x )1( N＜＜a とおくと, )( xf

の増減は右表のようになり, )( xf は極大値

を 1つだけもつ。 

(2) nNnnnNn -=-= loglog)()(f より,  
nN

n na -= )( ne f=  

ここで, l を 1≦l≦ 1-N を満たす自然数とし, 1+ll ≦≦a とする。さらに, 一
般的に, aと bの小さくない方を { }ba,max で表すと,  

{ } { }1
)1()( ,max,max +

+ == ll
ll aaeeM ff  

よって, naM = となる nの個数 kは, k≦2である。 

(3) 2=k となるのは, 1+ll ＜＜a において, 1+= ll aa の場合より,  
1)1( --- += lNlN ll ………(＊) 

さて, lと 1+l は連続する自然数より, 偶奇が異なる。 

(i)  11≧-- lN )2( ≧lN - のとき 

(＊)は, 両辺の偶奇が異なることより成立しない。 

(ii) 01 =-- lN )1( =- lN のとき 

(＊)より, 1=l すなわち 2=N である。 

このとき, n
n na -= 2 から 121 == aa となり, 2=k である。 

(i)(ii)より, 2=k となるのは, 2=N のときだけである。 

 

［解 説］ 
)( xf のグラフは書いていませんが, これをイメージして解いています。(3)は, (1)

と(2)の延長線上では解決できない点が難です。 
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４                              問題のページへ 

(1) 2曲線 txy 222 += ……①と txy 32 += ……②の交点は,  
txtx 322 22 ++ = , txtx 322 +=+  

よって, tx = となる。 

そこで, 2曲線①と②および y軸で囲まれる部分を, x

軸のまわりに 1回転させてできる回転体の体積 )( tV は, 

0＜t から,  
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(2) )2log242log2122log28(
2log4

)( 468 ttttV ×+×-×=¢ p  

ttt 468 22322 +×-×=  

)12322(2 244 +×-×= ttt  

)12)(122(2 224 --×= ttt  

すると, 0＜t から 0122 ＜-t となり, )( tV の増

減は右表のようになる。これより, )( tV の最大値は,  

( )
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1 234 pp =+×-=- ---V  

 

［解 説］ 
とりたてて工夫もせずに解いています。ただ, 0＜t には要注意です。 
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５                              問題のページへ 

(1) k を 0≦k≦499 を満たす整数とし, 初めの k 回が任意, 1+k 回目に裏, その後

500回続けて表が出て, 501+k 回目に終了する場合を考える。 

ここで, 501+= kn とおくと, 501≦ 501+k ≦1000から, 

( ) ( )501500

2
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2
1

2
11)( =××= knp  

(2) 1001回目で終了するのは, 500 回目に終了せず, 501 回目に裏, その後 500 回続

けて表が出る場合より,  

( ) { })500(1
2
1)1001(

501
pp -=  

また, 1002 回目で終了するのは, 500 回目, 501 回目に終了せず, 502 回目に裏, 

その後 500回続けて表が出る場合より,  

( ) { })501()500(1
2
1)1002(
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ppp --=  

すると, (1)から ( )501

2
1)501( =p なので,  
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(3) 1002≦n≦1500のとき, (2)と同様に考えて,  
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これより, )()1( npnp -+ ( ) )500(
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--= np  

1002≦n≦1500より, 502≦ 500-n ≦1000なので, ( )501

2
1)500( =-np となり,  
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［解 説］ 

余事象の考え方を利用して(2)を解くと, (3)にスムーズに接続できます。しかし, 場

合分けをして(2)を解くと, (3)への接続の難度がアップします。 

 


