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１                              問題のページへ 

n≦x≦ 1+n において, xyC =: と x 軸にはさまれた部分を x 軸のまわりに 1 回

転してできる立体の体積を 1V とすると,  
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さて, 直線 lの方程式は,  
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ここで, x軸との交点を )0,( p とおくと,  
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n≦x≦ 1+n において, lと x軸にはさまれた部分を x軸のまわりに 1回転してでき

る立体は円錐台となり, その体積を 2V とすると,  
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よって, C と l で囲まれた部分を x 軸のまわりに 1 回転させてできる回転体の体積

Vは,  

{ })1)1(2(2)12(3
621 +++-+=-= nnnnVVV p  

 { })1(212
6

+-+= nnnp
)1(212
)1(4)12(

6

2

+++
+-+×=

nnn

nnnp  

 
)1(212

1
6 +++
×=

nnn
p  

)1(2126 +++
×=

nnn
nVn
a

a p  

すると, 0＜a＜1のとき )(0 ¥®® nVna , a＞1 のとき )( ¥®¥® nVna となり, 

条件に反する。よって, 1=a となり, このとき,  
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［解 説］ 

回転体の体積に関する基本問題です。極限値を求める部分も容易です。 
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２                              問題のページへ 

(1) まず, x
x

x
x log

1
)( -

-
=f とおく。 

(i)  x≧1のとき 
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x≧1において, 0)1()( =ff ≧x  

(ii) 0＜x＜1のとき 
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(i)(ii)より, 
x

x
x

1
log

-
≦  （等号は 1=x のとき成立） 

(2) )1,1,1(=u , ),,( rqpv = とおくと, 222)( vuvu ≦× より,  

))(111()111( 2222222 rqprqp ++++´+´+´ ≦  

すると, 1=++ rqp より, 
3
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等号は , u と v が同じ方向であるとき , すなわち p＞0, q＞0, r＞0 から , 

3
1=== rqp のときに成立する。 

(3) (1)より, 
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同様にして, bc
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さて, pa = , qb = , rc = とおくと, 条件より 1=++ rqp なので, (2)より,  
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よって, 
3
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①②より, 
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［解 説］ 

(1)と(2)の不等式を誘導として(3)の不等式を証明するわけですが, 誘導が丁寧では

ありません。ここでは, 不等号の向きに注目することが手がかりになります。なお, 

(2)は, 有名なコーシー・シュワルツの不等式ですが, 普通に差をとって証明してもか

まいません。 
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３                              問題のページへ 

(1) 条件(a)より, OQOP k=  )0( ＞k  

条件(b)に代入すると, k＞0より 1OQ 2 =k  

これより, 
2OQ

1=k から,  
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さて, OA2OB = とおくと, 点 P は OB を直径とす

る円 C上にあるので, 
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ここで, OBとOQのなす角をq とおくと, r2OB = なので, ③より,  

1cosOQ2 =qr , 
r2

1cosOQ =q  

以上より, 半直線 OB 上に
r2

1OH = となる点 H をとると, 点 Q は点 H を通り, 

OAに直交する直線上を動く。 

(2) lが Cと 2点で交わる条件は, OH＜OBである。 

すると, r
r

2
2
1 ＜ から, 

2
1＞r である。 

 

［解 説］ 
③式は, OQの OB 方向への正射影ベクトルの大きさが一定という意味でとらえま

した。なお, 原点を O, x軸を直線 OAとする座標系を導入する方法もあります。 
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４                              問題のページへ 

(1) xxx -= 3)(f のとき, )2()2()2( 3 xtxtxt ---=-f  

すると, 2曲線 1C : )( xy f= と 2C : )2( xty -= f の交点の x座標は,  
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よって, tx = , 231 tt -±  

すると, 1C と 2C が 3点で交わる条件は, (＊)が異なる 3実数解をもつことより,  
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(2) 231 tt --=a , 231 tt -+=b とおくと, ba ＜＜t であり,  
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ここで, 1C と 2C で囲まれた部分について, tx≦≦a , b≦≦xt の面積を, それ

ぞれ 1S , 2S とおくと,  
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すると, 1C と 2C で囲まれた部分の面積 Sは,  
22

21 )31( tSSS -=+=  

よって, 
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1
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1 ＜＜t- から, 0=t のとき Sは最大値 1をとる。 

 

［解 説］ 
題意より, 1C と 2C の交点の 1 つが tx = 上にあることは明らかですが, この点を見

逃すと計算におぼれてしまいます。同様に考えると, 1C と 2C で囲まれた 2 つの部分

は tx = に関して対称であることから, 21 SS = となります。 
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５                              問題のページへ 

(1) kを自然数とするとき, 積 1+kkMM が定義できるのは,  

1+kkMM AA= , AB, BC, BD, CA, CB, DC, DD 

これより, kM がいずれでも, 1+kM は 2通り存在する。 

よって, 1M は A, B, C, Dのいずれか 4通りであるので, 積 nMMM L21 が定義

できる場合は, 124 -´ n 12 += n 通りある。 

(2) 積が定義できる場合について, 計算を行うと,  
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P とおき, 積が定義できる場合をまとめると,  

AAA = , BAB = , OBC = , BBD = , CCA = , PCB =  

CDC = , DDD = , OCBCPC == , PCBCBDPD ===  

よって, 積 nMMM L21 は, A, B, C, D, P, および零行列のいずれかとなる。 

さて, 積 nMMM L21 が零行列でない 2×3行列となるのは, BMMM n =L21 の

場合であり, AM =1 または B, BMn = または Dである。 

(i)  AM =1 のとき 

DDABDDDL , DDAABDDL , DDAAABDL , …  , ABAAAAAL より , 

1-n 通りの場合がある。 

(ii) BM =1 のとき 
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DDBDDDL の 1通りのみである。 

(i)(ii)より, BMMM n =L21 となるのは, nn =+- 1)1( 通りの場合がある。 

(3) (i) AMMM n =L21 のとき AAAAAAL の 1通りである。 

(ii) BMMM n =L21 のとき (2)より n通りの場合がある。 

(iii) CMMM n =L21 のとき 

CM =1 または D, AMn = または Cである。 

(iii‐i) CM =1 のとき AACAAAL の 1通りである。 

(iii‐ii) DM =1 のとき 

AADCAAAL , AADDCAAL , AADDDCAL , …  , DCDDDDDL の

1-n 通りの場合がある。 

合わせて, nn =-+ )1(1 通りとなる。 

(iv) DMMM n =L21 のとき DDDDDDL の 1通りである。 

(v) PMMM n =L21 のとき 

CM =1 または D, BMn = または Dである。 

(v‐i) CM =1 のとき 

DDCBDDDL , DDCABDDL , DDCAABDL ,  …  , ABCAAAAL の

1-n 通りの場合がある。 

(v‐ii) DM =1 のとき 

DDDCBDL , DDDCABDL , DDDCAABDL , …, ABDCAAAAL  

DDDDCBDL , DDDDCABDL , DDDDCAABDL , …, ABDDCAAAL  

………, DCBDDDDDDL , DCABDDDDDL , DDCBDDDDDL  

これより, )1)(2(
2
112)3()2( --=+++-+- nnnn L 通りの場合がある。 

合わせて, )1(
2
1)1)(2(

2
1)1( -=--+- nnnnn 通りとなる。 

(i)～(v)より, 積 nMMM L21 が零行列とならない場合の数は,  
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［解 説］ 

行列の積と場合の数が融合した難問です。A と D が単位行列であることに注目す

ることがポイントですが, かなりの時間を費やしてしまいます。なお, (3)の(v‐ii)の

場合は, (v‐i)の場合に, 左側から D を 1 個, 2 個, …, 3-n 個, 2-n 個かけていき, 

右側の Dを 1つずつ減らしたものが対応しています。 


