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１                              問題のページへ 

(1) 
2

arg0 p≦≦ kz ),,2,1( nk L= である n 個の複素数 kz に対して, 数学的帰納

法により, 2
21

22
2

2
1 nn zzzzzz ++++++ LL ≦ が成立することを示す。 

(i)  1=n のとき 左辺 == 2
1z 右辺より, 成立する。 

(ii) ln = のとき 
2

21
22

2
2

1 ll zzzzzz ++++++ LL ≦ の成立を仮定すると,  
2

1
2

21
2

1
22

2
2

1 ++ ++++++++ llll zzzzzzzz LL ≦ ………① 

さて, ))(( 121121
2

121 +++ ++++++++=++++ llllll zzzzzzzzzzzz LLL  

å
=

+++ ++++++=
l

p
lplpll zzzzzzzz

1
11

2
1

2
21 )(L  

ここで, )sincos( pppp irz qq += , )sincos( 1111 ++++ += llll irz qq とおくと,  

{ })sin()cos( 1111 ++++ -+-= lplplplp irrzz qqqq  

{ })sin()cos( 1111 ++++ +-++-= lplplplp irrzz qqqq  

よって, )cos(2 1111 ++++ -=+ lplplplp rrzzzz qq  

すると, 
2

0 pq ≦≦ p , 
2

0 1
pq ≦≦ +l から, 

22
1

pqqp ≦≦ +-- lp となることより, 

0)cos( 1 ≧+- lp qq , すなわち 011 ≧++ + lplp zzzz なので,  

≦2
1

2
21 +++++ ll zzzz L

2
121 +++++ ll zzzz L ………② 

①②より, 2
121

2
1

22
2

2
1 ++ ++++++++ llll zzzzzzzz LL ≦  

(i)(ii)より, n≧1で, 2
21

22
2

2
1 nn zzzzzz ++++++ LL ≦ ………③ 

(2) kkk iz qq sincos += とおくと, 1coscoscos 21 =+++ nqqq L より,  

)sinsinsin(1 2121 nn izzz qqq ++++=+++ LL  

1=kz から, ③にあてはめると, 2
21 )sinsinsin(1 nn qqq ++++ L≦  

2
21 )sinsinsin(1 nn qqq +++- L≦  

ここで, 
2

0 pq ≦≦ k より, 0sin ≧kq となるので,  

nn qqq sinsinsin1 21 +++- L≦  

 

［解 説］ 

(1)の証明は, どんな方法を採用しようかと迷い, たいへん時間がかかりました。し

かし, (2)は, (1)の命題に具体例を適用するだけで, あっさり解決しました。 
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２                              問題のページへ 

(1) qpa 41 += , 22
2 4qpa -= の公約数を m とし, 整数 21 , bb に対し, 11 mba = , 

22 mba = とすると,  

14 mbqp =+ ………①, 2
22 4 mbqp =- ………② 

①より qmbp 41 -= , ②に代入して 2
22

1 4)4( mbqqmb =--  

)8(12 1
2

12
2 qbbbmq +-= ………③ 

さて, 素数 p, q は qp 2＞ を満たすので, p は 5 以上の奇数である。これより, 

qp 4+ は奇数となり, ①よりmは奇数である。 

さらに, ③より m は 222 3212 qq ´´= の約数であるので, m＞1 であれば, 奇数

mの値として, 22 3,3,,,3 qqqqm = )2( ¹q が考えられる。 

ところが, 22 3,3,, qqqqm = のときは, ①より p は q の倍数となり, 不適で

ある。 

以上より, m＞1であれば, 3=m である。 

(2) まず, qqpa 3)(1 ++= から, 1a が 3の倍数であるためには, qp + が 3の倍数で

あることが必要である。 

逆に, qp + が 3の倍数とき, 任意の nに対して,  
nnnnnnn

n qqpqpqpa )(3)()()13()(4 ----=-+-=--=  

 { } nnnn qqqppqp )(3)()()( 121 ---++-++= --- L  

これより, na はすべて 3 の倍数となるので, na が 3 の倍数である条件と, qp +

が 3の倍数である条件は等しい。 

さて, 素数 p, qは qp 2＞ を満たすので, p≧5, q≧2である。 

そこで, 2=q のときを考えると, qp + が 3の倍数となる最小の素数 pは 7であ

り, このとき 14=pq となる。 

また, q≧3のときは p≧7から 21≧pq となり, これより積 pqが最小となる p, q

は, 7=p , 2=q である。 

 

［解 説］ 
(2)において, 2a についても, 2222

2 3))((3 qqpqpqqpa --+=--= と変形し, 3

の倍数となる条件を考えています。 



2004 大阪大学（理系）前期日程  解答解説 

© 電送数学舎 2004 －3－ 

３                              問題のページへ 

1≦ i≦n として, 右図のように, ( )
nn

i
pp sin,cosP 1- , 

( )
nn

i
pp sin,cosP - とおく。 

また, 直線 1OP -i , iOP とそれぞれ点 1P -i , iP で接する

放物線を )(42 axpy -= )0( ＞p とすると, 点 1P -i におけ

る接線は, ( )a
n

axp
n

y -+-= pp cos2sin  

n

a
npx

n

p
y

p

p

p sin

2cos
2

sin

2 -
×+= ………① 

また, 直線 1OP -i は, 
n

xy ptan= ………② 

①と②が一致することより,  

n
n

p p
p

tan
sin

2 = ………③, 02cos =- a
n
p ………④ 

③より
nn

p pp sintan
2
1= ……⑤, ④より

n
a pcos

2
1= ……⑥となる。 

このとき, 直線 1OP -i , iOP と放物線によって囲まれた図形の面積を iT とおくと,  

{ }ò-= n

a
i dxy

nn
T

p
pp cos

sincos
2
12  

ここで, n≧3なので, 
3

0 pp ≦＜
n

となり, ⑤⑥より,  

[ ] n
a

n

a

n

a
axpdxaxpdxy

ppp
cos

2
3coscos

)(
3
222 -×=-= òò  

   ( )23cos
3
4 a

n
p -= p ( )23cos

2
1cossintan

2
1

3
4

nnnn
pppp -×=  

   
nn

n

n pp
p

p

coscos
22

1

cos

sin

23
4 ××=

nn
pp sincos

3
1=  

よって, 
nnnnnn

Ti pppppp sincos
3
1sincos

3
2sincos =-=  

すると, in nTS =
nn

n pp sincos
3

= より, 
3

sin
cos

3
limlim p

p

p
pp =×=

¥®¥®

n

n
n

S
n

n
n

 

 

［解 説］ 

ひねりはあるものの, やっとよく見かける問題に出会いました。 

O a 1 x

y

1-

1P -i

iP
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４                              問題のページへ 

(1) )1()( xrxx -=f とおくと, )(1 nn xx f=+ ………(＊) 

さて , axx == 21 とすると , )( aa f= であり , このとき(＊)から , 帰納的に

axn = となるので, 求める aの条件は, )1( araa -= , 0)1(2 =-- arra  

よって, 0=r のとき 0=a , 0¹r のとき
r
ra 1,0 -= である。 

(2) 条件より , axx == 31 のとき , abx ¹=2 とおくと , 

)( 12 xx f= , )( 23 xx f= から,  

)( ab f= , )1( arab -= ………① 

)(ba f= , )1( brba -= ………② 

①－②より, )()( 22 barbarab ---=-  

ab ¹ から, )1(1 bar --=- , 
r

ba 11 -=-- )0( ¹r  

①を代入して, 
r

araa 1)1(1 -=--- , 011)1(2 =+++-
r

arra ………③ 

( ) )1)(3(32114)1( 22 +-=--=+-+= rrrr
r

rrD ………④ 

ここで, ab ¹ すなわち aara ¹- )1( という条件は, (1)より 0¹a , 
r
ra 1-¹ に対

応する。 0=a では, ③は 011 =+
r

, 1-=r となるが, このとき③は重解をもち, 

ab ¹ を満たす a はない。
r
ra 1-= では, 0111)1(

)1(
2

2

=++-×+-
-

×
rr

rr
r

r
r から

3=r となるが, このときも③は重解をもち, ab ¹ を満たす aはない。 

したがって, 0=r のときも含めて, ④から, 31 ≦≦ r- のとき aは存在しない。
また, rr ＜＜ 3,1- のとき aは 2個存在する。 

(3) まず, 0≦a≦1となる aに対して, 10 2 ≦≦ x が必要なので, (2)と同様に考えて,  

( ) rarraraaraab
4
1

2
1)1()(

22 +--=+-=-== f  

r＜0では, 明らかに b＜0となる aが存在し, 不適である。 

r≧0では, 求める条件は 1
4
10 ≦≦ r , すなわち 0≦r≦4である。 

逆に 0≦r≦4 のとき, (＊)から帰納的に, どんな n に対しても 10 ≦≦ nx となる

ので, 求める条件は 0≦r≦4である。 

 

［解 説］ 
(2)では, r＞0 のときの 1 例を図に示しました。2 つの放物線 )( ab f= と )(ba f=

の ab ¹ である共有点の個数を求めるということに注目して解いています。

a

b

1

1

O
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５                              問題のページへ 

(1) 
2

0 pq＜＜ から, 直線 1cossin: =+ qq yxl の上向き

の法線ベクトルの成分を )cos,sin( qq とすることが

できるので, これより l の右向きの方向ベクトルの成
分は )sin,cos( qq - となる。 

さて, 半径 R の 2 つの円 1C , 2C の中心をそれぞれ

P, Qとおき, Pを通り x軸に平行な直線と, Qを通り y

軸に平行な直線との交点を H とおくと, R2PQ = , 

q=ÐQPH となる。 

すると, 点 Pの座標は )sin2,(P RRR +q となり, 直線 lとの距離が Rなので,  

R
RRR

=
+

-++

qq

qqq
22 cossin

1cos)sin2(sin
 

RR =-++ 1)cossin2cossin( qqqq より, 
1cossin2cossin

1
-++

=
qqqq

R  

同様にして, 図のように点 H,Q,P ¢¢¢ を設定すると, )sin2,(P rrr +¢ q となり,  
{ }

r
rrr

=
+

-++-

qq

qqq
22 cossin

1cos)sin2(sin
 

rr =+++- 1)cossin2cossin( qqqq より, 
1cossin2cossin

1
+++

=
qqqq

r  

以上より, 
1cossin2cossin
1cossin2cossin

+++
-++=

qqqq
qqqq

R
r  

(2) qq cossin +=t とおくと, qq cossin212 +=t より, 1cossin2 2 -= tqq  

また, ( )
4

sin2 pq +=t となり, 
2

0 pq＜＜ から 21 ≦＜t である。 

ここで, )( t
R
r f= とおくと, (1)より,  

22

2 212)(
tttt

ttt
+

-=
+
-+=f  

すると, 21 ≦＜t で, 0
)(

)12(2
)(

22
＞

tt

t
t

+

+
=¢f より, )( tf は単調増加し,  

)2()()1( fff ≦＜ t  

よって, 0)1( =f , 21)2( +-=f より, 210 +-≦＜
R
r である。 

 

［解 説］ 

(1)はいろいろな解法が考えられます。最初に考えたのは, 直線 lの x切片と y 切片

の間の距離を R とq で表すものでした。しかし, 計算が複雑になりすぎ, 次に考えた

のが上に記した解法です。 
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q


