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１                              問題のページへ 

(1) 分数関数
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(i)  012 ＞+- a )10( ＜＜a のとき 

右図より, x≧0のとき, yのとりうる値の範囲は,  

a
y 1-≦ , ya＜-  

(ii) 012 =+- a )1( =a のとき 

1
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-
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よって, x≧0のとき, 1-=y  

(iii) 012 ＜+- a )1( ＞a のとき 

右図より, x≧0のとき, yのとりうる値の範囲は, 

ay -＜ , y
a
≦1-  

(2) まず, )(3)( 2222 zyxzyx ++++ ≦ の証明をする。 

右辺と左辺の差をとり,  
zxyzxyzyxzyxzyx 222222)()(3 2222222 ---++=++-++  

            0)()()( 222 ≧xzzyyx -+-+-=  

よって, )(3)( 2222 zyxzyx ++++ ≦ ………(＊) 

等号は, 0=-=-=- xzzyyx , すなわち zyx == のときに成立する。 

さて, azyx ≦222 ++ が成立するとき, (＊)より,  

azyx 3)( 2 ≦++ , azyxa 33 ≦≦ ++-  

なお, 等号の成立するのは, 
3
3azyx ±=== のときである。 

このとき, azyx ≦++ が成立する条件は,  

aa ≦3 , 23 aa≦ , a≦3  

よって, 求める最小の正の実数 aは 3である。 

 

［解 説］ 

第 1問は互いに関連のない小問 2題です。意表を突いた出題です。 
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２                              問題のページへ 

(1) aa =1 ＞0, bb =1 ＞0であり, 条件から,  
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よって, ①②より, 帰納的に 0＞na , 0＞nb である。 

すると, ①②から,  
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［解 説］ 
漸化式①と②は, 分母と分子を na で割った①¢と②¢と同じ式です。この点に, 数

列{ }nc の漸化式をつくる段階まで気がつきませんでした。 
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３                              問題のページへ 

線分 OAを直径とする円は, 中心 )0,1( から,  

1)1( 22 =+- yx  

)sin,cos1(T qq+ とすると, Tにおける接線は,  
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これから, ),(P yx とおくと,  
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pq 20 ≦≦ のとき, 点 Pが描く曲線の長さを lとおくと,  
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［解 説］ 

有名曲線であるカージオイドの長さを求める頻出問題です。 
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４                              問題のページへ 

(1) 0=w より, 012 =+
z

z , 013 =+z となり,  

0)1)(1( 2 =+-+ zzz  

よって, 
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31,1 iz ±-= から, 
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(2) qq sincos iz += とおくと,  
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3 ＜≦- であり, また, 0¹w  から, (1)より
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3
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このとき, 0
2

3cos2 ＜q となるので,  
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このとき, 0
2
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626
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(3) △OXYの面積を Sとすると,  
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(iii) pqp ＜＜
3

のとき 

( )
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(i)～(iii)より, 
2

sin
2
3cos qq=S qq sin2sin

2
1 -=  

すると, 条件より, 
2
3sin2sin

2
1 =- qq となり,  

3sin2sin ±=- qq , 3sincossin2 ±=- qqq ………① 

ここで, qcos=x , qsin=y とおくと,  

122 =+ yx ………②, 32 ±=- yxy ………③ 

pqp ＜≦- より, ①の解の個数は, ②かつ③の解の個数と一致する。 

さて, ③より, 3)12( ±=- yx  

2
1=x とすると成立しないので, 
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ここで, 円②と曲線⑤は, 
2
1-=x のとき共有点をも

ち, この点を ( )
2
3,

2
1P - とおく。 

②より, 022 =+
dx
dy

yx , 
y
x

dx
dy

-= となり, 点 P に

おいて
3

1=
dx
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である。 

⑤より, 
2)12(

32
-

=
xdx

dy となり, 点 Pにおいて
2
3=

dx
dy である。 

すると, 
2
3

3
1 ＜ より, 円②と曲線⑤は 2 個の共有点をもつ。さらに, 曲線④と

曲線⑤は x 軸に関して対称なので, 円②と曲線④も 2 個の共有点をもち, 円②と曲

線③は, 合わせて 4個の共有点をもつ。 

よって, ①の解は 4個となり, △OXYの面積が
2
3 となるq は 4個存在する。 

 

［解 説］ 

(2)から複雑さが増してきます。(3)の解の個数を求めるのに, 関数設定をして増減

を調べるというオーソドックスな方法では, 多量の計算が必要となります。考え直し

て, 図形的に解いてみました。押さえ込んだ印象のする解き方ですが。 
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