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１ 問題のページへ

(1) f f( ) ( )x x+ =1 は, f ( )x が周期 1の周期関数であることを表す。

その 1例として, f ( ) sinx x= 2p があげられる。

(2) F x e xx( ) ( )= f より, { }¢ = + ¢ = ¢ +F x e x e x e x xx x x( ) ( ) ( ) ( ) ( )f f f f

条件(B)より, ¢F x( )≦0となり, これよりF x( )は単調非増加。

よって, a b＜ ならばF a F b( ) ( )≧

(3) 条件(A)より, 正の整数 nに対して帰納的に, f f( ) ( )x n x+ = が成立する。

よって, F x n e x n e e x e F xx n n x n( ) ( ) ( ) ( )+ = + = =+ f f

(4) (2)より, 正の整数 nに対して, F x F x n( ) ( )≧ +

(3)と合わせて, F x e F xn( ) ( )≧ , ( ) ( )1 0- e F xn ≧

よって, 任意の xにおいてF x( )≦0 , すなわち, e xxf ( )≦0から, f ( )x ≦0

すると, f ( )c ≧0となる cが存在すれば, f ( )c = 0である。

また, ある cで f ( )c = 0であれば, F c( ) = 0

(2)より, F x( )は単調非増加関数なので, 0 1= +F c F c( ) ( )≧

(3)より, F c e F c( ) ( )+ = =1 0

よって, c x c≦ ≦ +1において, F x( ) = 0 , すなわち f ( )x = 0

条件(A)より, すべての xで f ( )x = 0

［解 説］

昨年の第 2 問に続いて, 2 年連続で抽象関数についての問題が出ました。このタイ

プの問題でも, 具体的なイメージは必要ですが, それだけでは完全な解はできません。

特に, (4)の証明には試行錯誤が要求されます。なお, 微分方程式が高校課程からなく

なって抽象関数を扱う機会が少なくなってしまいましたが, それに逆行するような形

で, 抽象関数の出題があまりなかった九大での連続出題は単なる偶然でしょうか。ま

た, 二度あることは三度あるのでしょうか。
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２ 問題のページへ

(1) 正三角形は, △AEI, △BFJ, △CGK, △DHLの 4つより, 正三角形を与える 3

点の選び方は 4通りとなる。

(2) 正三角形でない二等辺三角形の総数は, 頂点を 1つ決めると底辺の決め方は 4

通りずつなので, 4 12 48´ = 通りとなる。

(1)の正三角形と合わせて, 48 4 52+ = 通り。

(3) 円の直径が直角三角形の斜辺となることに着目する。

まず, 斜辺を 1 つ決めるともう 1 つの頂点の決め方は 10 通りずつとなる。また

斜辺の決め方は 6通りなので, 直角三角形を与える 3点の選び方は10 6 60´ = 通り

となる。

(4) 点 Aを頂点にもつ三角形を考えても一般性は失われない。

(i) 直角三角形の場合

AG が斜辺となるので, 互いに合同でない三角形の他の頂点の選び方は B, C,

Dの 3通りとなる。

(ii) 鈍角三角形の場合

対称性を考えると, 最大辺となるのは AF, AE, AD, ACである。

互いに合同でない三角形の他の頂点の選び方は, 最大辺が AF または AE のと

き B, Cの 2通りずつ, ADまたは ACのとき Bだけの 1通りずつ, 合わせて

2 2 1 2 6´ + ´ = 通りとなる。

(iii) 鋭角三角形の場合

対称性を考えると, 最大辺となるのは AF, AEである。

互いに合同でない三角形の他の頂点の選び方は, 最大辺が AFのとき H, Iの 2

通り, AEのとき Iだけの 1通り, 合わせて2 1 3+ = 通りとなる。

(i)(ii)(iii)より, 互いに合同でない三角形は, 3 6 3 12+ + = 個ある。

［解 説］

(1)から(3)までは有名問題です。昨年も会津大で 6n等分の場合の類題が出ています。

(4)は(3)と同じ考え方をし, 最大辺に着目して解いてみました。
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３ 問題のページへ

(1) x t t t= -sin cos ………①, y t t t= +cos sin ………②

①より, dx
dt

t t t t t t= - + =cos cos sin sin

②より, 
dy
dt

t t t t t t= - + + =sin sin cos cos

t 0 … p
2

… p

dx
dt

0 ＋ ＋ 0

x 0 1 p
dy
dt

0 ＋ 0 －

y 1 p
2

-1

( )dx
dt

dy
dt

t t t t t
2 2

2 2 2 2 2+ æ
èç

ö
ø÷

= + =sin cos

から, 曲線 Cの長さ lは,

l t dt t= = é
ëê

ù
ûú

=ò 2
0
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0
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p p
p

(2) 点 Pにおける接線の方向ベクトル, すなわち法線の法線ベクトルが,
dx
dt

dy
dt

t t t, ( sin , cos )æ
èç

ö
ø÷
= と表せる。

t ¹ 0のとき, 法線の方程式は,

sin ( sin cos ) cos ( cos sin )t x t t t t y t t t- + + - - = 0

x t y tsin cos+ = 1………③

原点から③に下ろした垂線は, 法線ベクトルを ( cos , sin )- t t とおけるので,

- + =x t y tcos sin 0………④

③と④の交点Q( , )x y が, 法線上で原点までの距離が最短となる点である。

③×x＋④×yより, ( )sin , sinx y t x t x
x y

2 2
2 2

+ = =
+

………⑤

③×y－④×xより, ( ) cos , cosx y t y t
y

x y
2 2

2 2
+ = =

+
………⑥

⑤⑥より, 
( ) ( )

x

x y

y

x y

2

2 2 2

2

2 2 2
1

+
+

+
= , よって, x y2 2 1+ =

ここで, 0＜ ≦t pから0 1 1 1≦ ≦ ≦ ＜sin , cost t- より, 0 1 1 1≦ ≦ ≦ ＜x y, -

また t = 0のとき, P( , )0 1 から法線は y = 1で表され, Q( , )0 1 となる。

以上より, 点 Qの軌跡は, 円 x y2 2 1+ = （ x≧0）

0

y

1

x
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(3) [ ]t tdt t t tdtsin cos cos2 1
2

2 1
2

2 1
20 00

= - + = -òò
p pp

p

(4) S y dx t t t t tdt= + = + +ò ò( ) ( cos sin ) sin1 1
0 0

p p

( )= + - +ò t t t t t t dt1
2

2 1 2
2

2

0
sin cos sin

p

ここで(3)より, 1
2

2 1
40

t tdtsin = -ò
p

p , また, 1
2

1
2 3 6

2

0

3 3
t dt = × =ò

p p p

[ ]1
2

2 1
2

1
2

2 2 1
2

2 1
4

2
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t tdt t t t tdt t tdtcos sin sin sin= -ì
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ý
þ
= - =ò ò ò

p p p p
p

[ ]t tdt t t tdtsin cos cos= - + =òò 0 00

p pp
p

よって, S = - + - + = +1
4 6

1
4 6

1
2

3 3
p p p p p p

［解 説］

個々の問題の難易は標準レベルであるものの, かなり多めの計算が必要な問題です。
なお(2)で, 法線の式③が, 円 x y2 2 1+ = 上の点 ( sin , cos )t t における接線の式である

ことを見抜けば, 解を短くすることができます。
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4A 問題のページへ

(1) x y≧ ≧0から, x y y x x y( ) ( )1 1 0+ - + = - ≧ なので, x y y x( ) ( )1 1+ +≧

よって, x
x

y
y1 1+ +

≧

(2) まず, x y z x y z x y z+ + + + + +≧ ≧ より, (1)を用いて,

x y z
x y z

x y z
x y z

+ +
+ + +

+ +
+ + +1 1

≧ ………①

ここで, 
x

x
x

x y z1 1+ + + +
≧ ………②

y
y

y
x y z1 1+ + + +

≧ ………③

z
z

z
x y z1 1+ + + +

≧ ………④

②＋③＋④より, 
x

x
y

y
z

z
x y z

x y z1 1 1 1+
+

+
+

+
+ +

+ + +
≧ ………⑤

①⑤より, 
x

x
y

y
z

z
x y z

x y z1 1 1 1+
+

+
+

+
+ +

+ + +
≧

ここで, ②の等号成立は, y z+ = 0または x = 0 , すなわち y z= = 0または

x = 0のときである。
また, ③の等号成立は, x z+ = 0または y = 0 , すなわち x z= = 0または

y = 0のときである。
さらに, ④の等号成立は, x y+ = 0または z = 0 , すなわち x y= = 0または

z = 0のときである。

以上をまとめると, x, y, zの少なくとも 2つが 0のときである。このとき, ①の

等号も成立する。

求める等号成立条件は, x, y, zの少なくとも 2つが 0である。

［解 説］

(2)は(1)の利用の方法がポイントとなりますが, 三角不等式に気づかないと難しい

でしょう。有名問題なので, 経験がものを言います。
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4B 問題のページへ

(1) 数学的帰納法により, 証明する。

(i) n = 1のとき 左辺 = 12 , 右辺 = × × × =1
6

1 2 3 1なので, 成立。

(ii) n k= のとき 1 2 3 1
6

1 2 12 2 2 2+ + + + = + +LL k k k k( )( )と仮定する。

両辺 + +( )k 1 2とすると,

1 2 3 1 1
6

1 2 1 12 2 2 2 2 2+ + + + + + = + + + +LL k k k k k k( ) ( )( ) ( )

上式の右辺 { }= + + + + = + + +1
6

1 2 1 6 1 1
6

1 2 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )k k k k k k k

よって, n k= +1のときも成立。

(i)(ii)より, すべての自然数 nで1 2 3 1
6

1 2 12 2 2 2+ + + + = + +LL n n n n( )( )

(2)  m = 2 m = 3  m = 4

k段めの個数をakとすると, a k kk = + - = -1 2 1 2 1( )

求めるタイルの個数をNmとすると, N a k mm k

k

m

k

m

= = - =
= =
å å

1 1

22 1( )

(3) 正三角柱の 1つのブロックの体積をv0ととすると, v0
1
2

1 3
2

1 3
4

= × × × =

求める台全体の体積を Vとすると,

V N N N N v v N kn k

k

n

k

n

= + + + + = = -- -

= =
å å( ) ( )1 3 5 2 1 0 0 2 1

1

2

1

3
4

2 1LL

  { }= × + + - × + + = + -3
4

4 1
6

1 2 1 4 1
2

1 3
12

2 1 2 1n n n n n n n n n( )( ) ( ) ( )( )

［解 説］
４の選択問題のなかでは, 本問が最も解きやすいものです。特に(2)の前半の設問

には驚いてしまいます。
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4C 問題のページへ

(1) △BERにおいて, 直線 BF, ED, RGが点 Cで交わるので, チェバの定理より,
BG
GE

EF
FR

RD
DB

× × = 1から, BG
GE

FR
EF

DB
RD

= × ………①

△REBと直線 AFに対して, メネラウスの定理を適用して,
RF
FE

EA
AB

BD
DR

× × = 1から, BA
AE

RF
FE

BD
DR

= × ………②

①②より, BG
GE

BA
AE

= ………③

(2) EB = xaより, AG GE= = +1
2

1( )x a , BG = + - = -1
2

1 1
2

1( ) ( )x a a x a

③より, 

1
2

1

1
2

1 1

( )

( ) ( )
,

x a

x a

a
x a

-

+
=

+
 よって x x- = =1 1 2,

また, △AEDと直線 BFに対して, メネラウスの定理を適用して,
EB
BA

AF
FD

DC
CE

× × = 1から, DC
CE

BA
EB

FD
AF

= × = × =a
a2

1
3

1
6

EC CD= 6 より, y = 6

さらに, 四角形 ABCDが円に内接するとき, 方べきの定理より,

EB EA EC ED× = × から, 2 3 6 7a a b b× = × , a b2 27=

よって, a b= 7 となり, z = 7

［解 説］

メネラウスの定理とチェバの定理を用いて証明するというのはすぐにわかるのです

が, 図形が複雑なので, どの三角形に適用すればよいのか迷います。平面幾何が趣味

でなければ, パスするのが無難です。
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5D 問題のページへ

(1) PQ OQ OP= - = +
+

-
+

= - + +
+

nb mc
m n

ma
m n

ma nb mc
m n

RS OS OR= - = +
+

-
+

= + -
+

na mb
m n

nc
m n

na mb nc
m n

ここで, a b× = × × ° =1 1 60 1
2

cos

また同様にして, b c c a× = × = 1
2

a b c= = = 1なので,

PQ RS× =
+

- + + × + -1
2( )

( ) ( )
m n

ma nb mc na mb nc

   ( )=
+

- - + + + - + + -1 1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
22

2 2 2 2

( )m n
mn m mn n mn n mn m mn

   = 0

よって, PQ RS^

(2) 4点 P, Q, R, Sは同一平面上にある条件は, 直線 PQと RSが交わることなので,

OP PQ OR RS+ = +t s

となる定数 t, sが存在することである。

m
m n

a t ma nb mc
m n

n
m n

c s na mb nc
m n+

+ - + +
+

=
+

+ + -
+

a b c, , が 1次独立より,

m tm sn- = ………①

tn sm= ………②

tm n sn= - ………③

①③より, m n= かつ t s+ = 1

②に代入して, t s= = 1
2

以上より, 4点 P, Q, R, Sは同一平面上にある条件は, m n=

このとき, PQ, RSの交点 Gは, t = 1
2
より,

OG OP PQ= + = + × - + + = + +1
2 2

1
2 2 4

a a b c a b c

また, OG = + + = + + + × + × + × =1
4

1
4

1 1 1 2 1
2

2 1
2

2 1
2

6
4

a b c

AG OG= - = - + +a a b c3
4

AG = - + + = + + - × + × - × =1
4

3 1
4

9 1 1 6 1
2

2 1
2

6 1
2

6
4

a b c

O

A

B

C

P

Q

R

S
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同様にして, BG CG= - + = + -a b c a b c3
4

3
4

, なので, BG CG= = 6
4

以上より, Gは正四面体 OABC に外接する球の中心であり, 球の半径は 6
4
とな

る。

［解 説］
よくある構図の問題で, ５の選択 4 題のなかでは最も基本的です。方針に迷いは

生じないでしょう。
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5E 問題のページへ

(1) f ( ) ( ) ( )x x k x k k x k= - + + + -3 2 2 22 1 4 2 4 とすると,

f ( ) ( ) ( )1 1 2 1 4 2 4 02 2= - + + + - =k k k k から,

f ( ) ( )( )x x x kx k= - - +1 2 42 2

f ( )x = 0の解は, x x k k i k i= = ± = ±1 3 1 3, ( )

よって, z z k i1 21 1 3= = +, ( ),

z k i z3 21 3= - =( ) とおくことができる。

3点 z z z1 2 3, , が一直線上にある条件は, z z2 3, が

虚数のときk = 1となり, z z2 3, が実数のとき

z z2 3 0= = からk = 0となる。

以上より, k = 0 1,

(2) 3点 z z z1 2 3, , が直角三角形をつくるとき,

Ð =z z z2 1 3
2
p から z1と z2を結ぶ線分と実軸,

z1と z3を結ぶ線分と実軸のなす角はともに p
4

となる。

k＞0のとき, k ktan ( ) tanp p
3

1
4

= -

3 1k k= - から, k =
+

= -1
1 3

3 1
2

k＜0のとき, - = -k ktan ( ) tanp p
3

1
4

- = -3 1k kから, k =
-

= - +1
1 3

3 1
2

以上より, k = - ±1 3
2

(3) z z z1 2 3= = から1 2= k , k = ± 1
2

(i) k = 1
2
のとき

原点と z2を結ぶ線分と実軸, 原点と z3を結ぶ線分

と実軸のなす角はともに p
3
なので, 3点 z z z3 1 2, , を

回転してできる 3点w w w3 1 2, , は正六角形の隣り合

う頂点となる。

回転角qが0≦ ≦q pから, 条件をみたす

w w w1 2 3, , の配置は右図のようになる。すなわち

O 1

3

1

2

．z

．z

．z

O 1

．z

．z

．z

2

1

3

1O

．z

．z

．z

1

2

3

．w

．w ．w3

1

2

O 1
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点 1が点 iに回転する場合より, q p=
2
となる。

(ii) k = - 1
2
のとき

原点と z2を結ぶ線分と実軸, 原点と z3を結ぶ線分と実軸のなす角はともに 2
3
p

なので, 3 点 z z z2 1 3, , を回転してできる 3 点w w w2 1 3, , は正六角形の一つお

きの頂点となる。
回転角qが 0≦ ≦q pから, 条件をみたすw w w1 2 3, , の配置は下図のようにな

る。すなわち点 1 が点 3
2

3
2

+ - +i i i, , に回転する場合より , それぞれ ,

q p=
6

, p p
2

5
6

, となる。

(i)(ii)より, k = 1
2
のときq p=

2
, k = - 1

2
のときq p p p=

6 2
5
6

, ,

［解 説］

文系の方にも類題があり, そちらは問題文の冒頭に k が正と書かれているために,

場合分けも必要なく, さらりと解けるのですが, 理系ではこの「正」という条件がな

いために, k が負や 0 の場合も考える必要があります。このため, かなり注意深く論

理を進めていかなくてはいけません。

．w

．w ．w

3

1 2

O 1

．w

．w ．w3 1

2

O 1

．w

．w．w3

1

2

O 1
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5F 問題のページへ

(1) 2次関数 y ax bx c= + +2 のグラフが x軸と接することより,

b ac b ac2 24 0 4- = =, ………①

①より bは偶数となり, b = 0, 2, 4, 6, 8。また, Nが奇数より cは奇数となる。

(i) b = 0のとき

①よりac = 0となるが, a≧1から c = 0となり cが奇数ということに反する。

(ii) b = 2のとき
①よりac = 1となり, a≧1から ( , ) ( , )a c = 1 1 。このとき, N = =121 112

(iii) b = 4のとき
①よりac = 4となり, a≧1 , cが奇数から ( , ) ( , )a c = 4 1 。このとき,

N = =441 212。

(iv) b = 6のとき
①よりac = 9となり, a≧1 , cが奇数から ( , ) ( , ), ( , ), ( , )a c = 9 1 3 3 1 9 。

このとき, N = =961 312 , N = = ×363 3 112 , N = =169 132。

(v) b = 8のとき
①よりac = 16となり, 1 9≦ ≦a , cが奇数から適する ( , )a c は存在しない。

以上より, N = 121 169 441 961, , ,

(2) 正しくない。反例 : N a= = = =14 196 1 12 2,

(3) x軸との交点を x m n= , （m n＜ ）とすると,

y ax bx c a x m x n= + + = - -2 ( )( )……②となり, 条件より,

- - - =ò a x m x n dx
m

n
( )( ) 4から, a n m

6
43( )- =

a n m( )- = ×3 32 3（1 9 1≦ ≦ ≦a n m, - ）

a, m, nが整数より, a n m= - =3 2,

よって②より, y x m x m x m x m m= - - - = - + + +3 2 3 6 1 3 22( )( ) ( ) ( )……③

0 9 0 9≦ ≦ ≦ ≦b c, から, 0 6 1 9 0 3 2 9≦ ≦ ≦ ≦- + +( ) , ( )m m m

- -5
2

1≦ ≦m かつ - -3 2 0 1≦ ≦ ≦ ≦m m, でmは整数より, m = -2

③は y x x= +3 62 でa b c= = =3 6 0, , となり, 以上よりN = 360

［解 説］
3 桁の平方数で奇数のものは, 11 13 312 2 2, , ,LL まで 11 個ありますが, これを 1

つずつチェックするとたいへんです。上の①の条件をもとに bの値で場合分けをして

解を作りました。
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(1) 2円が共有点をもつ条件は, 中心間距離が半径の差以上, 半径の和以下より,

R r l R r- +≦ ≦

(2) 放物線は, 準線が x軸で y軸と正の部分で交わることより x軸の上方にあり,

焦点F( , )s t から頂点 ( )s t,
2
で, 頂点と焦点の距離が t

2
から, その方程式は,

( )( )x s t y t- = × -2 4
2 2

………①

点A ( , )0 a を通るので, ( )s t a t2 2
2

= -

s t at2 2 2 0+ - =
s t a a2 2 2+ - =( ) ………②

よって②から, 点 Fは中心 ( , )0 a , 半径 a

の円を描く。ただし, t＞0より原点を除く。

さて, ①が点P ( , )p q （q＞0）を通るとき, ( )( )p s t q t- = × -2 4
2 2

から,

( ) ( )s p t q q- + - =2 2 2………③

②は, s t a a2 2 2+ - =( ) （ t ¹ 0）………④

ここで, ③と④をともにみたす ( , )s t が存在する p, qの関係が求める条件なので,

(1)の結果から,

(i) p ¹ 0のとき

q a p q a q a- + - +≦ ≦2 2( ) より, ( ) ( ) ( )q a p q a q a- + - +2 2 2 2≦ ≦

左側の不等式はつねに成立するので, 右側の不等式を変形して,

p aq q
a

p2 24 0 1
4

- ≦ ≧,

(ii) p = 0のとき

③は s t q q2 2 2+ - =( ) となり, 求める条件はq a=

(i)(ii)より, q
a

p≧ 1
4

2（ p ¹ 0）, q a= （ p = 0）

［解 説］

(2)の設問は, 一見(1)とは無関係と見えるものの, 解のネックとなる部分で(1)の結

果を利用します。従来から誘導のうまさには定評のある九大らしい問題です。

0

y

F(  ) s, t
A

x


