
2023 京都大学（理系）前期日程  問題 

 －1－ 

１                             解答解説のページへ 
次の各問いに答えよ。 

(1) 定積分
4

2

1
log( )x x dx の値を求めよ。 

(2) 整式 2023 1x  を整式 4 3 2 1x x x x    で割ったときの余りを求めよ。 
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２                             解答解説のページへ 
空間内の 4 点 O, A, B, C は同一平面上にないとする。点 D, P, Q を次のように定め

る。点 D はOD OA 2OB 3OC  
   

を満たし, 点 P は線分 OA を1 : 2 に内分し, 点 Q

は線分 OB の中点である。さらに, 直線 OD 上の点 R を, 直線 QR と直線 PC が交点

をもつように定める。このとき, 線分 OR の長さと線分 RD の長さの比OR : RDを求

めよ。 
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３                             解答解説のページへ 
n を自然数とする。1 個のさいころを n 回投げ, 出た目を順に 1X , 2X , …, nX と

し, n 個の数の積 1 2 nX X X を Y とする。 
(1) Y が 5 で割り切れる確率を求めよ。 
(2) Y が 15 で割り切れる確率を求めよ。 
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４                             解答解説のページへ 
次の関数 ( )xf の最大値と最小値を求めよ。 

2

2
2

2
1 1( ) 14 1 14

x
x

x e x
e x




   

 
f  ( 1 1)x ≦ ≦  

ただし, e は自然対数の底であり, その値は 2.71e  である。 
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５                             解答解説のページへ 
O を原点とする xyz 空間において, 点 P と点 Q は次の 3 つの条件(a), (b), (c)を満た

している。 
(a) 点 P は x 軸上にある。 
(b) 点 Q は yz 平面上にある。 
(c) 線分 OP と線分 OQ の長さの和は 1 である。 
点 P と点 Q が条件(a), (b), (c)を満たしながらくまなく動くとき, 線分 PQ が通過し

てできる立体の体積を求めよ。 
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６                             解答解説のページへ 
p を 3 以上の素数とする。また, θ を実数とする。 

(1) cos3θ と cos4θ を cosθ の式として表せ。 
(2) 1cos pθ  のとき, m

nθ π  となるような正の整数 m, n が存在するか否かを理由

を付けて判定せよ。 
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１                              問題のページへ 

(1) 
4

2

1
log( )I x x dx  とし, x t 2( )x t とおくと 2dx tdt となり,  

2
4

1
log( ) 2I t t tdt 

2
2

1
8 logt tdt 

23 32

1 1
18 log 83 3

t tt dtt
        

3 2

1
64 8 64 8log2 log2 (8 1)3 3 3 3 9

t       
64 56log23 9   

(2) まず, 2023 2022 2021 21 ( 1)( 1)x x x x x x         
ここで, 2022 2021 2( ) 1x x x x x     f  , 4 3 2( ) 1x x x x x    g とお

き, ( )xf を ( )xg で割ると,  
2018 2013 3 2( ) ( )( ) 1x x x x x x x      f g   

すると, 2023 1 ( 1) ( )x x x   f なので,  
2023 2018 2013 3 21 ( 1){ ( )( ) 1}x x x x x x x x        g   

   2018 2013 3 2( )( 1)( ) ( 1)( 1)x x x x x x x x        g   
   2018 2013 3 3( )( 1)( ) ( 1)x x x x x x      g   

よって, 2023 1x  を 4 3 2 1x x x x    で割ったときの余りは 3 1x  である。 
 
［解 説］ 

(1)は基本的な定積分の計算です。(2)は整式の除法の問題です。冒頭の因数分解が

ポイントです。 
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２                              問題のページへ 
条件より, OD OA 2OB 3OC  

   

, 1OP OA3
 

, 1OQ OB2
 

 

ここで, k を実数として, OR ODk
 

とおくと,  
OR OA 2 OB 3 OCk k k  
   

 
直線 QR と直線 PC が交点 E をもつとき, ある実数 s, t で,  

OE OR (1 )OQs s  
   1( OA 2 OB 3 OC) (1 )OB2s k k k s    

   

 

  1 1OA 2 OB 3 OC2 2ks ks s ks    
  

………① 

OE OP (1 )OCt t  
   1 OA (1 )OC3 t t  

 

………② 

さて, OA


, OB


, OC


は 1 次独立なので, ①②より,  
1
3ks t ……③, 1 12 02 2ks s   ……④, 3 1ks t  ……⑤ 

③⑤より 1t t  となり, 1
2t  , 1

6ks  である。そして, ④に代入すると,  

1 1 1 03 2 2s   , 51
2 6s  , 5

3s   

すると, 5 1
3 6k  から 1

10k  となり, 1OR OD10
 

なので,  

1 1OR : RD : 1 1 : 910 10    

 
［解 説］ 

空間ベクトルの基本題です。計算も難しくはありません。 
 

P 

C 
Q 

R 

E 
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３                              問題のページへ 
(1) さいころを n 回投げ, 出た目を 1X , 2X , …, nX として 1 2 nY X X X  とおく。 

Y が 5 で割り切れる事象を A とおくと,  5( ) 6
n

P A  より,  

 5( ) 1 ( ) 1 6
n

P A P A     

(2) Y が 3 で割り切れる事象を B とおくと,    4 2( ) 6 3
n n

P B   となり,  

ここで, 5 と 3 は互いに素なので, Y が 15 で割り切れる事象は A B となり,  
( ) 1 ( ) 1 ( )P A B P A B P A B      1 ( ) ( ) ( )P A P B P A B      

さて, A B は Y が 5 でも 3 でも割り切れない事象を表すので,  

   3 1( ) 6 2
n n

P A B    

よって,      5 2 1( ) 1 6 3 2
n n n

P A B     である。 

 
［解 説］ 

余事象の確率と加法定理を組み合わせた頻出有名問題です。 
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４                              問題のページへ 
1 1x ≦ ≦ において, 

2

2
2

2
1 1( ) 14 1 14

x
x

x e x
e x




   

 
f  

ここで, 
2 21 14

xt e x   ( 1 1)x ≦ ≦ とおくと,  
2 12 2

xdt xe xdx
 

21 (4 1)2
xx e   

すると , 
2 1 4 44 4 12.8

xe e e
    ≧ なの

で, t の増減は右表のようになり,  
51 24 te  ≦ ≦ ………(＊) 

さて, ( ) ( )x tf g とおくと, (＊)において

1( )t t t g となり, 

2 2
( 1)( 1)1( ) 1 t tt

t t
    g  

すると, 51 14e   から, (＊)において ( ) 0t g となり, ( )tg は単調に増加する。 

これより, 最大値は 51(2) 2 2 2  g , 最小値は  5 5 41 1
4 4 5 4

e
e e e   


g となる。 

よって, ( )xf の最大値は 5(0) 2f , 最小値は 5 41( 1) 4 5 4
e

e e   


f である。 

 
［解 説］ 

微分と増減の問題です。見た目に反し, 計算は複雑ではありませんでした。 

x 1  … 0 … 1 
dt
dx   ＋ 0 －  

t 
51
4e   

  2   51
4e   
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５                              問題のページへ 
条件(a)(b)から, P( , 0, 0 )p とし, また 0r ≧ , θ を任意

の実数として, Q(0, cos , sin )r rθ θ とおく。 

さらに, 条件(c)から 1p r  となり, 1r p  から,  
Q(0, (1 )cos , (1 )sin )p pθ θ   ( 1)p≦  

(i)  0p  のとき 
線分 PQ が通過してできる図形は, yz 平面上で, 原点を中

心とする半径 1 の円の周または内部である。 
(ii) 0 1p＜ ≦ のとき 

線分 PQ と平面 x t (0 1)t p＜ ≦ ≦ との交点を X とおくと, 
点 X は線分 QP を :t p t に内分し,  

OP ( )OQOX ( )
t p t

t p t
 


 

 



OP OQp tt
p p

 
 

 

 ( , 0, 0 ) (0, (1 )cos , (1 )sin )p tt p p pp p θ θ     

  ( , 0, 0 ) 1 (1 )(0, cos , sin )tt pp θ θ     

これより, 点 X は平面 x t 上で, 中心 ( , 0, 0 )t , 半径 1 (1 )t pp  の円を描く。 

そこで,  ( ) 1 (1 ) ( 1)t tp p p tp p      f ( 1)t p≦ ≦ とおくと,  

2( ) 1 tp
p

  f  

  2
( )( )p t p t

p
 

  

すると, ( )pf の増減は右表のようになり, 平面 x t 上で線分 PQ の動きうる範囲

の面積 ( )S t とおくと,  
2 2 4( ) { (1 ) } (1 )S t t tπ π    ………(＊) 

なお, 0t  のときは, 線分 PQ の動きうる範囲は, (i)の 0p  のときも合わせて考え

ると, その面積は 21π π  となるが, この場合も(＊)は成り立っている。 
したがって, 線分 PQ が通過してできる立体の体積を V とすると, yz 平面について

の対称性から,  
1 1

4

0 0
2 ( ) 2 (1 )V S t dt t dtπ   

311
22 2

0
2 (1 4 6 4 )t t t t dtπ      

 
3 5 3 122 2

0
8 82 33 5 3

tt t t tπ          8 8 1 22 1 33 5 3 15π π       

 

p t … t  … 1 
( )pf   ＋ 0 －  
( )pf  0   2(1 )t    0 

Q 

P 

X 

O 

x 
p 

y 

r 

t 

θ

z 

O p 

t 

1 

1 

t 

t 
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［解 説］ 

線分の通過領域の体積を求める問題です。x 軸に垂直な断面をもとに処理をしてい

ます。 
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６                              問題のページへ 
(1) cos3 cos(2 ) cos2 cos sin2 sinθ θ θ θ θ θ θ    1cos2 cos ( cos3 cos )2θ θ θ θ    

すると, 2cos3 2cos2 cos cos3 cosθ θ θ θ θ   となり,  
2cos3 2cos2 cos cos 2cos (2cos 1) cosθ θ θ θ θ θ θ     34cos 3cosθ θ   

同様に, cos4 cos3 cos sin3 sinθ θ θ θ θ  1cos3 cos ( cos4 cos2 )2θ θ θ θ   から,  
3 2cos4 2cos3 cos cos2 2cos (4cos 3cos ) (2cos 1)θ θ θ θ θ θ θ θ       

  4 28cos 8cos 1θ θ    

(2) 1cos pθ  ( p は 3 以上の素数 ) のとき, ある正の整数 m, n で m
nθ π  が成り立つ

と仮定すると, n mθ π から,  
cos cos ( 1)mn mθ π   ………① 

ここで, cosnθ が cosθ についての整数係数の n 次式, すなわち整数係数の n 次

式 ( )n xf を用いて, cos ( cos )nnθ θ f と表されることを数学的帰納法で示す。 
(i)  1, 2n  のとき 

cos1 cosθ θ , 2cos2 2cos 1θ θ  なので , 1( )x xf , 2
2( ) 2 1x x f となり , 

1, 2n  のときに成立している。 
(ii) , 1n k k  のとき 

( )k xf を整数係数の k 次式 , 1( )k xf を整数係数の 1k 次式として , 
cos ( cos )kkθ θ f , 1cos( 1) ( cos )kk θ θ  f と仮定する。 
そこで, (1)と同様に, cos( 2) cos{ ( 1) }k kθ θ θ    について,  

cos( 2) cos( 1) cos sin( 1) sink k kθ θ θ θ θ      

     1cos( 1) cos { cos( 2) cos }2k k kθ θ θ θ      

すると, cos( 2) 2cos cos( 1) cosk k kθ θ θ θ    となり,  

1cos( 2) 2cos ( cos ) ( cos )k kk θ θ θ θ  f f ………② 
これより, cos( 2)k θ は cosθ についての整数係数の 2k 次式として表される。 

(i)(ii)より, cosnθ は cosθ についての整数係数の n 次式として表される。 
次に, ( )n xf の最高次の係数を考えると, 1( )xf は 1, 2( )xf は 2 である。 
ここで, ②より, 2 1( cos ) 2cos ( cos ) ( cos )n n nθ θ θ θ  f f f なので,  

2 1( ) 2 ( ) ( )n n nx x x x  f f f  
すると, 2( )n xf の最高次の係数は 1( )n xf の最高次の係数の 2 倍となるので, 帰

納的に, ( )n xf の最高次の係数は 12n である。 

したがって, 0a , 1a , …, 1na  を整数として,  
1 1

1 1 0( ) 2n n n
n nx x a x a x a 

    f   
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これより, 1 1
1 1 0cos ( cos ) 2 cos cos cosn n n

n nn a a aθ θ θ θ θ 
     f  となる

ので, ①が成り立つとすると,  
1 1

1 1 02 cos cos cos ( 1)n n n m
na a aθ θ θ 
       

そして, 1cos pθ  から, 
1 1 1

01
2 ( 1)

n mn
n n

a a app p





       

1 1
1 1 02 ( 1)n m n n n

np a p a p a p 
       

  1 2 1
1 1 0{ ( 1) }m n n n

np p a a p a p  
      ………③ 

すると, ③について, 左辺は素因数 2 だけをもつ正の整数で, 右辺は 3 以上の素

数 p の倍数であるので成立しない。 
以上より, ①は成り立たない。すなわち, m

nθ π  となるような正の整数 m, n

は存在しない。 
 
［解 説］ 

三角関数を題材とした論証問題です。有名な題材をベースにした出題ですが, 経験

がないと無理でしょう。なお, (1)は 2 倍角の公式などで普通に処理してもよかったの

ですが, ここでは(2)の誘導とみなした式変形をしています。不必要な忖度だったかも

しれません。 
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