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１                              問題のページへ 

ss -= 1:PE:AP , tt -= 1:BG:CB より,  

OA)1(OEOP ss -+=  

 )0,0,3)(1()4,0,3( ss -+=  

 )4,0,3( s=  

OC)1(OGOQ tt -+=  

 )0,2,0)(1()4,2,0( tt -+=

 )4,2,0( t=  

平面 OPQの法線ベクトルを ),,( cban = とおくと,  

043OP =+=× scan , 042OQ =+=× tcbn  

これより, sca
3
4-= , tcb 2-= となり, ( )ctcscn ,2,

3
4 --= )3,6,4(

3
--= tsc  

すると, 点 Dを通り, nを方向ベクトルにもつ直線は, kを実数として,  

)34,6,4()3,6,4()4,0,0(),,( ktksktskzyx -=-+=  

xy平面との交点は, 034 =-= kz から
3
4=k となり, ( )0,8,

3
16),,( tszyx =  

さて, 線分 AC上(両端を含む)の点は, 0≦l≦1として,  

)0,22,3()0,2,0)(1()0,0,3(),,( llllzyx -=-+=  

ここで, 条件より, ( ) )0,22,3(0,8,
3

16 llts -= となり,  

ls 3
3

16 = ………①, lt 228 -= ………② 

①②より, 624
5
32 =+ ts となり, 93616 =+ ts  

また, 0≦l≦1から 0≦8t≦2となり, 
4
10 ≦≦t  

さらに, 0＜t＜1, 0＜s＜1と合わせると, 
4
10 ＜＜t である。 

 

［解 説］ 

空間ベクトルの頻出題で, 計算量も少なめです。 
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２                              問題のページへ 

点 C,B,A ¢¢¢ が△ABC の外接円上の点であるとき, 条件

より, 点A¢ , B¢ , C¢は, それぞれ劣弧 BC, CA, AB の中点

である。 

まず, CABA ¢=¢ から, ACAABA ¢Ð=¢Ð ………① 

さて, 点A¢を中心とし, B, C を通る円と線分 AA ¢との交

点を Qとすると, QABA ¢=¢ より,  

BQAQBA ¢Ð=¢Ð ………② 

さらに, BCAACA ¢Ð=¢Ð から, ①②より,  

CBQBCABQAACABQAABAQBAABQ Ð=¢Ð-¢Ð=¢Ð-¢Ð=¢Ð-¢Ð=Ð  

これより, BQは ABCÐ の二等分線となり, 点 Qは△ABCの内心に一致する。すな

わち, 点A¢を中心とし B, Cを通る円は, △ABCの内心を通る。 

同様にすると, 点B¢を中心とし C, A を通る円, 点C¢を中心とし A, B を通る円も, 

それぞれ△ABCの内心を通る。 

よって, A¢ , B¢ , C¢を中心とする 3 つの円が 1 点を共有するとき, その個数は

高々1個であり, この点を Pとすると, 点 Pは△ABCの内心に一致する。 

逆に, 点 Pが△ABCの内心であるとき, 点A¢を中心とし B, Cを通る円において,  

BPC2360CAB Ð-°=¢Ð ………③ 

点 Pは, △ABCの内心であることより,  

)PCBPBC(180BPC Ð+Ð-°=Ð  

  )ACBABC(
2
1180 Ð+Ð-°=  

  )BAC180(
2
1180 Ð-°-°=  

  BAC
2
190 Ð+°= ………④ 

③④より, ( ) BAC180BAC
2
1902360CAB Ð-°=Ð+°-°=¢Ð  

よって, 点A¢は△ABCの外接円上の点である。 

同様にすると, 点B¢ , C¢も△ABC の外接円上の点となり, 6 点 A, B, C, A¢ , B¢ , 

C¢は同一円周上にある。 

以上より, C,B,A,C,B,A ¢¢¢ が同一円周上にあるための必要十分条件は, P が

△ABCの内心に一致することである。 

 

［解 説］ 

前半の証明が難です。内心と外接円についての有名な問題を下敷きとしています。 
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３                              問題のページへ 

n 回の試行後, 番号 n のカードが山の一番上にあるためには, 1-n 回の試行後, 番

号 nのカードが一番上または上から二番目でなくていはいけない。 

(i)  1-n 回の試行後, 番号 nのカードが一番上にあるとき 

1-n 回目までの試行では, 一番上のカードを番号 n のカードより下にもどし, n

回目の試行では, 番号 nのカードを山の一番上にもどすことより, その確率は,  

nn
n

nn
n

nn
!)1(1121 -=×-××× L  

(ii) 1-n 回の試行後, 番号 nのカードが上から二番目にあるとき 

1≦k≦ 1-n として, k回目の試行で, 一番上のカードを番号 nのカードより上に

もどし, それ以外の試行では, 一番上のカードを番号 n のカードより下にもどす。

このときの確率は,  
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!)1)((1121 --=-×××-×-××× LL  

(i)(ii)より, n回の試行後, 番号 nのカードが山の一番上にある確率 Pは,  
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［解 説］ 

題意を把握するために, 5=n の場合を具体的に考えました。その部分は, 上の解か

らは省いていますが。 
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４                              問題のページへ 

条件より, 1=-bcad ……①であり,  
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1OPOP 21 == から,  

122 =+ ca ………②, 1)()( 2222 =+++ dacbca ………③ 

①②を③に代入して, 1))(1()1( 2222 =+-+-+ daaada  

1))(1(1)(2)( 2222 =+-+++-+ daadaadaa , 0)(2)( 2 =+-+ daada  

すると, 0))(( =+-+ dada から, 0=+ da または ad =  

(i)  0=+ da のとき 

ハミルトン・ケーリーの定理より, EA -=2 （Eは単位行列）となり,  
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よって, nn OPOP 2 =+ から, n が偶数のとき 1OPOP 2 ==n , n が奇数のとき

1OPOP 1 ==n となる。 

(ii) ad = のとき 

①より 12 =-bca となり, ②に代入すると 0)( =+ bcc から, 0=c または cb -=  

(ii-i) 0=c のとき 1±=a から, ÷
ø

ö
ç
è

æ
±

±
=

10

1 b
A となる。以下, 複号同順で,  
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これより, 帰納的に, 1OPOPOP 21 ===n  

(ii-i) cb -= のとき ÷
ø

ö
ç
è

æ -
=

ac

ca
A となり, 122 =+ ca である。 

すると, qcos=a , qsin=c となるq が存在し,  
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これより, ÷
ø
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となり, 1OP =n  

(i)(ii)より, すべての nに対して 1OP =n である。 

 

［解 説］ 

①～③の連立方程式を変形する際は, トレース da + の条件に注目をしています。 
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５                              問題のページへ 

曲線 C : qcos2 +=r  )0( pq≦≦ に対して,  

qq cos)cos2( +=x , qq sin)cos2( +=y  

ここで, qqqq
q

sin)cos2(cossin +--=
d
dx  

 qqq cossin2sin2 --=  

すると, C と x 軸とで囲まれた図形を, x 軸のまわりに 1

回転して得られる立体の体積 Vは,  

òò --+==
-

0 223

1

2 )sincos2sin2(sin)cos2(
p

qqqqqqpp ddxyV  

 ò +-+=
p

qqqqqp
0

22 sin)cos1)(cos1()cos2(2 d  

ここで, qcos=t とおくと, q
q

sin-=
d
dt から,  

ò
-

-+-+=
1

1

22 ))(1)(1()2(2 dttttV p ò- +-+=
1

1

22 )1)(1()2(2 dttttp  

 ò -+=
1

0

42 )54(4 dtttp ( )1
3
144 -+= p p

3
40=  

 

［解 説］ 

2 倍角や半角などの公式を用いて次数下げをした後, 積分を実行した方がよいかど

うか, 迷うところです。ところが, 本問では, それが不要でした。 
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６                              問題のページへ 

(1) 条件より, 222)2(2 222
22 abbababa ++=+=+ となり,  
22

2 2baa += ………①, abb 22 = ………② 

aは奇数から 2a も奇数となり, ①より 2a は奇数である。 

ここで, 2a と 2b は互いに素でないと仮定すると, 2a と 2b はともに 3 以上の素因

数 gをもつことになり, ①②より, j, lを整数として,  

jba g=+ 22 2 ………③, lab g=2 ………④ 

③より jabaa g2224 242 =+ , ④より 22224 lba g= となり,  

jala gg 2224 22 =+ , )2(2 224 ljaa gg -=  

gは 3以上の素数より, 4a は gを約数にもち, すなわちaは gを約数にもつ。 

また, 同様にして, ③より jbbba g2422 484 =+ となり, 

jbbl gg 2422 48 =+ , )4(8 224 ljbb gg -=  

gは 3以上の素数より, 4b は gを約数にもち, すなわちbは gを約数にもつ。 

これは, aと bが互いに素であるという条件に反する。 

したがって, 2a と 2b は互いに素である。 

(2) 条件より, )2)(2()2(2 1
11 nn

n
nn babababa ++=+=+ +
++ なので,  

211 ++ + nn ba 2)()2( nnnn abbabbaa +++=  

nnn bbaaa 21 +=+ ………⑤, nnn abbab +=+1 ………⑥ 

以下, すべての n に対して, na は奇数であり, na と nb は互いに素であることを, 

数学的帰納法を用いて示す。 

(i)  1=n のとき 

aa =1 , bb =1 から, 明らかに成立している。 

(ii) kn = のとき 

ka は奇数であり, ka と kb は互いに素であると仮定する。 

まず, ⑤より kkk bbaaa 21 +=+ となり, aは奇数から 1+ka も奇数である。 

ここで, 1+ka と 1+kb は互いに素でないとすると, 1+ka と 1+kb はともに 3 以上の素

因数 gをもつことになり, ⑤⑥より, kj , kl を整数として,  

kkk jbbaa g=+ 2 ………⑦, kkk labba g=+ ………⑧ 

⑦⑧より, )2()2( 22
kkk blajaba -=- g , )()2( 22

kkk bjalbba -=- g  

ka と kb は互いに素であることから, 22 2ba - は 3以上の素因数 gをもつ。 

さて, ⑤⑥より, 0)2(2 1
22

1 =-+- -+ kkk abaaaa  

1
22

1 )2(2 -+ --= kkk abaaaa ………⑨ 

同様に, ⑤⑥より, 0)2(2 1
22

1 =-+- -+ kkk bbaabb  

1
22

1 )2(2 -+ --= kkk bbabab ………⑩ 
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すると, 1+ka , 1+kb , 22 2ba - は 3 以上の素因数 g をもつので, ⑨⑩から, kaa2 , 

kab2 は素因数 gをもつ。さらに, ka と kb は互いに素なので, aは素因数 gをもつ。 

そこで, 22 2ba - は 3以上の素因数 gをもつことから, bも素因数 gをもつことに

なり, aと bが互いに素であるという条件に反する。 

したがって, 1+ka と 1+kb は互いに素である。 

(i)(ii)より, すべての nに対して, na は奇数であり, na と nb は互いに素である。 

 

［解 説］ 

(2)は(1)と同じように進めていますが, 後半が難です。連立漸化式と隣接 3 項間型

の漸化式の関係については「ピンポイントレクチャー」で掠る程度に触れています。 

 


