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条件より, 1lim =
¥®

n
n

S なので, 12 3 =a , 
2
1

3 =a  

以上より, 11 =a , 12 -=a , 
)2)(1(

1
--

=
nn

an )3( ≧n  

 

［解 説］ 
①に 2=n を代入して 3a の値を求めようとしましたが, 00 3 =× a となり, 何も得ら

れませんでした。そこで, 1lim =
¥®

n
n

S の利用となったわけです。 
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(1) 正弦定理より, 2
sin
CA

sin
BC

sin
AB ===

BAC
 

Csin2AB = , Asin2BC = , Bsin2CA =  

このとき, 条件より 8CABCAB 222 ＞++ なので,  
2222222 BC2BCCAABBCCAAB -++=-+  

       A22 sin428BC28 ×-=-＞  

       0)sin1(8 2 ≧A-=  

よって, 
2
p＜A となる。 

同様にして, 222 CABCAB -+ 0)sin1(8CA28 22 ≧＞ B-=-  
222 ABCABC -+ 0)sin1(8AB28 22 ≧＞ C-=-  

よって, 
2
p＜B , 

2
p＜C  

以上より, △ABCは鋭角三角形である。 

(2) BAC 222222 4sin4sin4sinCABCAB ++=++  

     BABA 222 4sin4sin)(4sin ++--= p  

     { })(sinsinsin4 222 BABA +++=  

ここで , )(sinsinsin 222 BABAP +++= とおいて , 

p＜＜A0 , 0＜B＜p , p＜＜ BA +0 での最大値を求める。 

まず, Bを 0＜B＜p で 0BB = と固定する。 

次に, 00 BA -p＜＜ において,  

)(sinsinsin 0
2

0
22 BABAP +++=  

)cos()sin(2cossin2 00 BABAAA
dA
dP +++= )(2sin2sin 0BAA ++=  

 00
00 cos)2sin(2

2
222cos

2
222sin2 BBABAABAA +=--++=  

(i)  0cos 0＞B ( )
2

0 0
p＜＜B のとき 

000 22 BBAB -+ p＜＜ にお

いて , 0=
dA
dP となるのは ,  

p=+ 02 BA , 
2

0BA -= p のと

きである。 

右表より
2

0BA -= p のとき Pは最大となる。 

このとき, 
2

sinsin
2

sin 02
0

202 BBBP +++-= pp
0

202 sin
2

cos2 BB +=  

    2coscoscos1cos1 00
2

0
2

0 ++-=-++= BBBB  
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ここで, 0B を Bに戻し, 
2

0 p＜＜B で変化させると,  

( )
4
9

2
1cos2coscos

22 +--=++-= BBBP  

1cos0 ＜＜ B より, Pの最大値は
4
9 となる。 

(ii) 0cos 0 =B ( )
2

0
p=B のとき 

( ) 2cos1sin
2

sin
2

sinsin 22222 =++=+++= AAAAP pp  

(iii) 0cos 0＜B ( )pp ＜＜ 0
2

B のとき 

00 BA -p＜＜ における P

の値の増減は右表のようにな

り,  

2sin2 0
2 ＜＜ BP  

(i)(ii)(iii)より, 
4
9≦P  

以上より, 9
4
944CABCAB 222 =×=++ ≦P  

等号が成立するのは
2
1cos =B のとき, すなわち

3
p=B で, 

32
3 p
pp
=

-
=A より, 

△ABCが正三角形の場合である。 

 

［解 説］ 

(2)は, 1 文字固定という考え方でていねいに解きました。本年度では一番難しい問

題です。なお, (1)を利用すると, (i)の場合だけで OKです。 

A 0 … 2
0B-p  … 0B-p  

dA
dP   － 0 ＋  

P 0
2sin2 B     0

2sin2 B  
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1)( 234 ++++= cxbxaxxxf のとき, cbxaxxx +++=¢ 234)( 23f  

まず, 0)( =xf の整数解は, 定数項 1の約数 1± だけである。 

すると, 条件より, 0)( =xf の整数解は, 1=x を重解にもつとき, 1-=x を重解に

もつとき, 1±=x を解にもつときのいずれかである。 

(i)  1=x を重解にもつとき 0)1()1( =¢= ff より,  

011 =++++ cba ………①, 0234 =+++ cba ………② 

②より 423 ---= bac ……③, ①に代入して, 022 =--- ba , 22 --= ab  

③より, aaac =-----= 4)22(23  

このとき , { }1)2()1(1)22()( 22234 +++-=+++-+= xaxxaxxaaxxxf

となり, 条件より, 01)2(2 =+++ xax が虚数解をもつことより,  

04)2( 2 ＜-+= aD , 0)22)(22( ＜++-+ aa , 04 ＜＜a-  

aは整数なので, 1,2,3 ---=a  

以上より, )1,0,1(),2,2,2(),3,4,3(),,( ------=cba  

(ii) 1-=x を重解にもつとき 0)1()1( =-¢=- ff より,  

011 =+-+- cba ………④, 0234 =+-+- cba ………⑤ 

⑤より 423 ++-= bac ……⑥, ④に代入して, 022 =-- ba , 22 -= ab  

⑥より, aaac =+-+-= 4)22(23  

このとき , { }1)2()1(1)22()( 22234 +-++=++-++= xaxxaxxaaxxxf

となり, 条件より, 01)2(2 =+-+ xax が虚数解をもつことより,  

04)2( 2 ＜--= aD , 0)22)(22( ＜+--- aa , 40 ＜＜a  

aは整数なので, 1,2,3=a  

以上より, )1,0,1(),2,2,2(),3,4,3(),,( =cba  

(iii) 1±=x を解にもつとき 0)1()1( =-= ff より,  

011 =++++ cba ………⑦, 011 =+-+- cba ………⑧ 

⑦⑧より acca -==+ ,0 ……⑨, ⑦⑨より 2-=b  

このとき, )1)(1)(1(12)( 2234 ---+=+--+= axxxxaxxaxxxf  

ところが, 012 =-- axx の判別式 042 ＞+= aD となり, 0)( =xf は虚数解を

もたない。よって, 条件に適さない。 

(i)(ii)(iii)より, 複号同順として,  

)1,0,1(),2,2,2(),3,4,3(),,( ±±±±±±=cba  

 

［解 説］ 

整数解の候補が 1± と 2つしかないので, ホッとします。
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(1) )1(log)( 2xxx ++=f に対して,  

( )
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1

1)(
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xx
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+
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+
+

++
=¢f  

(2) 曲線 q=r 上の点を ),( yx とすると, qqq coscos == rx , qqq sinsin == ry  

( ) ( ) 22222
1)cossin()sincos( qqqqqqq

qq
+=++-=+

d
dy

d
dx  

曲線 q=r の pq ≦≦0 の部分の長さを lとすると,  

ò +=
p

qq
0

21 dl [ ] ò +
×-+=

pp
q

q
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2

12

21 d  

ò +
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p
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q
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1

111 d ( )ò +
-+-+=

p
q

q
qpp

0 2

22

1

111 d  

[ ]pqqpp 0
22 )1log(1 +++-+= l )1log(1 22 pppp +++-+= l  

)1log(12 22 pppp ++++=l  

よって, )1log(
2
11

2
1 22 pppp ++++=l  

 

［解 説］ 

(2)の部分積分による計算は有名なものですが, 経験がないと無理でしょう。 
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bxaxxy 33 23 ++= ……①に対して, )2(3363 22 baxxbaxxy ++=++=¢  

0=¢y の判別式 baD -= 24 より , ba ＞2 のときは

0=¢y は 2 つの異なる実数解 baax -±-= 2 をもち, 

これを ba ,=x )( ba＜ とすると, ①のグラフ増減は右

表のようになる。 

これより, ある cに対して, ①と cy = のグラフは相異なる 3つの交点をもつ。 

また, ba ≦2 のときは 0≧y¢ となり, ①は単調増加関数になる。これより, どんな

cをとっても, ①と cy = のグラフは 1個の共有点しかもたない。 

以上より, ①と cy = のグラフが相異なる 3 つの交点をもつ条件は, ba ＞2 である。 

さて, ba ＞2 のとき, ①と aaa bay 33 23 ++= ……②のグラフの共有点は,  

bxaxx 33 23 ++ aaa ba 33 23 ++=  

0)32()( 2 =++- axx aa  

axx 32, +-== aa  

同様にして, ①と bbb bay 33 23 ++= ……③のグラフの共有点は, 

axx 32, +-== bb  

右図より, ①と cy = のグラフが相異なる 3 つの交点をも

つとき , これらの交点の x 座標のすべては , 開区間

( )baabaaaa -+----=+-+- 22 2,2)32,32( ab

に含まれている。 

 

［解 説］ 

3次関数のグラフについての文系風の基本問題です。 

x … a  … b  … 

y¢  ＋ 0 － 0 ＋ 

y      

①

②

③
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nnn wzz =- -1 とおき, °+°= qqa sincos i とすると, 条件(ii)より,  

nn ww a=+1 ,  

条件(i)より azz == 10 ,0 なので, 111
1 )0( --- =-== nnn

n aaww aaa  

よって, 1
1

-
- =- n

nn azz a  
1212

0 )( -- ++++=+++++= nn
n aaaaaaaazz aaaaaa LL  

1=a のときは, nazn = となり, a＞0から 00 == zzn となる場合はない。 

1¹a のときは, 
a
a

-
-

=
1

)1( n

n
a

z であるので, 00 == zzn となる条件は 1=na  

1)sin()cos( =°+° qq nin  

すなわち, mを整数として, mn ´= 360q である。 

すると, 
n

m360=q となり, q は有理数である。 

逆に, q が有理数ならば
p
q

=q とおけ, pn 360= を満たす nに対して,  

( ) ( )°+°=°+°
p

nq
i

p
nq

nin sincos)sin()cos( qq  

        1)360sin()360cos( =°+°= qiq  

よって, 00 == zzn となる。 

以上より, 00 == zzn となる n が存在するための必要十分条件は, q が有理数とい

うことである。 

 

［解 説］ 

公比が虚数の等比数列と複素数平面上における点の回転を融合した頻出問題です。 

 


