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１                              問題のページへ 

(1) ( ) bxaxxbaxx log)1(log)1(log)( ----+=f に対して,  
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a＞b＞0から, 0＜x＜1において 0)( ＜xf ¢¢ となる。 

(2) まず, t＞0のとき, ttt log1)( --=g とおくと,  

t
t

t
t 111)( -=-=¢g  

すると, )( tg の増減は右表のようになる。 

さて, (1)より, 
b
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ここで, a＞b＞0から, 1＞
b
a , 10 ＜＜

a
b から, 0)0( ＞f ¢ , 0)1( ＜f ¢  

さらに, (1)から, 0＜x＜1で )( xf ¢ は単調減少であるので, 0)( =¢ cf を満たす実数

cは, 0＜c＜1の範囲にただ 1つ存在することになる。 

(3) (2)より, )( xf の増減は右表のようになる。 

また, 0)1()0( == ff から, 0≦x≦1 において, 

0)( ≧xf となり,  

( ) bxaxxbax log)1(log)1(log -+-+ ≧  

( ) xxbaxbax --+ 1log)1(log ≧  

よって, xxbaxbax --+ 1)1( ≧ が成り立つ。 

 

［解 説］ 
曲線 xy log= が上に凸であることを題材としています。(2)で, 平均値の定理を直接

的に利用しないときは, 上のような解になります。 
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)( xf ¢   ＋ 0 －  
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２                              問題のページへ 

(1) 13)( 3 +-= xxxf に対して,  

33)( 2 -=¢ xxf  

 )1)(1(3 +-= xx  

すると , 22 ≦≦x- における
)( xf の増減は右表のようになり , 方程式 0)( =xf の実数解は , 12 -- ＜＜x , 

11 ＜＜x- , 21 ＜＜x に 1つずつある。 

すなわち, 0)( =xf は, 絶対値が 2より小さい 3つの相異なる実数解をもつ。 

(2) a は 0)( =xf の解なので, 0133 =+- aa から, 133 -= aa ………(＊) 

また, 2)( 2 -= xxg から, 2)( 2 -= aag となり, (＊)より,  

)2())(( 2 -= aa fgf 1)2(3)2( 232 +---= aa 196 246 -+-= aaa  

   19)13(6)13( 22 -+---= aaaa  

   019618169 222 =-++-+-= aaaaa  

よって, )(ag も 0)( =xf の解である。 

(3) 1)3()0()3( ===- fff より, 0)( =xf の解を

1a , 2a , 3a （ 1a ＜ 2a ＜ 3a ）としたとき,  

32 1 -- ＜＜a , 10 2＜＜a , 31 3＜＜a  

すると, 2)( 2 -= xxg より,  

2)(1 1 ＜＜ ag , 1)(2 2 -- ＜＜ ag , 1)(1 3 ＜＜ ag-  

よって, )( 2ag ＜ )( 3ag ＜ )( 1ag となる。 

また, (2)から, )( 1ag , )( 2ag , )( 3ag も 0)( =xf の

解であることより,  

{ } { })(),(),(,, 321321 aaaaaa ggg=  

以上より, 31 )( aa =g , 12 )( aa =g , 23 )( aa =g である。 

 

［解 説］ 

グラフの概形から考えると, (3)での 3±=x を用いた解のとりうる範囲の評価は, 

難しくはないでしょう。なお, 記憶をたどって調べたところ, 1997 年に早大・理工で

本問と同じ問題が出ています。 
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３                              問題のページへ 

(1) 2直線 0=x と
2
p=x , 2曲線 )cos( axy -= と xy cos-=

によって囲まれる図形 Gの面積 Sは,  
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 [ ] 2
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 ( ) 1)sin(
2

sin +---= aap 1sincos ++= aa  

(2) (1)から, ( ) 1
4

sin2 ++= paS  

そこで, 
2

0 p＜≦a のとき
4

3
44

ppp ＜≦ +a から, 
24
pp =+a すなわち

4
p=a のとき, 

Sは最大値 12 + をとる。 

(3) まず, 
2

0 p≦≦x において, 曲線 xy cos-= を x 軸に関

して折り返し, x軸の上側に対称移動すると, 曲線 xy cos=

となる。そして, 
2

0 p＜＜a のとき, 2 曲線 )cos( axy -= , 

xy cos= の交点は,  

xax cos)cos( =- , xax -=- , 
2
ax =  

図形 G を x 軸のまわりに 1 回転させてできる立体は, 
2

0 ax≦≦ では xy cos= , 

22
p≦≦xa では )cos( axy -= を 1回転させたものに等しく, その体積 Vは,  
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なお, この式は 0=a のときも成立する。 

 

［解 説］ 

(3)でも利用したように, 回転体の体積を求めるとき, 回転軸の一方の側に曲線を対

称移動してまとめると, ミスが少なくなります。
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４                              問題のページへ 

(1) 得点 3X の表は左側, 4X の表は右側のようになる。 

(2) 3X の表と 4X の表は, 3=A の行のみ値が異なっていることより,  

34 EE -
36

3)63(
36
1)654321(

36
1 baba +=´-++++++= ………① 

(3) (2)と同様に, 2X の表と 3X の表は, 2=A の行のみ値が異なっていることより,  

23 EE -
36

72)62(
36
1)654321(

36
1 ++=´-++++++= baba ………② 

1X の表と 2X の表は, 1=A の行のみ値が異なっていることより,  

12 EE -
36

14)61(
36
1)65432(

36
1 ++=´-++++++= baba ………③ 

また, 4X の表と 5X の表は, 4=A の行のみ値が異なっていることより,  

45 EE -
36

74)64(
36
1)654321(

36
1 -+=´-++++++= baba ………④ 

5X の表と 6X の表は, 5=A の行のみ値が異なっていることより,  

56 EE -
36

145)65(
36
1)654321(

36
1 -+=´-++++++= baba ………⑤ 

ここで, 条件より, 654321 EEEEEE ===== より,  

012 =-EE , 023 =-EE , 034 =-EE , 045 =- EE , 056 =-EE  

①～⑤より, 03 =+ ba ……⑥, 072 =++ ba ……⑦ 

014 =++ ba ……⑧, 074 =-+ ba ……⑨, 0145 =-+ ba ……⑩ 

⑥⑦より, 7=a , 21-=b となり, この値は⑧⑨⑩をすべて満たす。 

よって, 621 EEE === L となる a, bは存在し, 7=a , 21-=b である。 

 

［解 説］ 
(3)での a, b の値は, 34 EE - と 23 EE - だけから求まります。その後, 十分性を確

認する方法もありますが, 残りが 3 つの場合しかないので, これらを調べるという直

接的な方法を採用しました。
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５                              問題のページへ 

(1) t≧1のとき, 0＜ na ＜ 1+na )1( ≧n であることを数学的帰納法で証明する。 

(i)  2,1=n のとき 

条件より, 11 =a , 222 ≧ta = なので, 0＜ 1a ＜ 2a が成り立つ。 

(ii) 1, += kkn のとき 

0＜ ka ＜ 1+ka の成立を仮定すると, 条件より,  

0)12( 1112 ＞≧ kkkkkk aaaataa ---=- ++++  

よって, 0＜ 1+ka ＜ 2+ka が成り立つ。 

(i)(ii)より, 自然数 nに対し, t≧1のとき, 0＜ na ＜ 1+na が成り立つ。 

(2) 1-≦t のとき, 0＜ na ＜ 1+na )1( ≧n であることを数学的帰納法で証明する。 

(i)  2,1=n のとき 

条件より, 11 =a , 222 ≧ta = なので, 0＜ 1a ＜ 2a が成り立つ。 

(ii) 1, += kkn のとき 

0＜ ka ＜ 1+ka の成立を仮定すると, 条件より,  

kkkkkkk aatataataa -=--= ++++ 1112 222 ≧  

すると, 0)12( 1112 ＞≧≧ kkkkkk aaaataa ---- ++++  

よって, 0＜ 1+ka ＜ 2+ka が成り立つ。 

(i)(ii)より, 自然数 nに対し, 1-≦t のとき, 0＜ na ＜ 1+na が成り立つ。 

(3) 11 ＜＜t- のとき, qcos=t となるq を用いて, 
q
q

sin
sin nan = )1( ≧n であることを

数学的帰納法で証明する。 

(i)  2,1=n のとき 

q
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2sincos222 === ta となり, 成立する。 

(ii) 1, += kkn のとき 
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(i)(ii)より, 自然数 n に対し, 11 ＜＜t- )cos( q=t のとき, 
q
q

sin
sin nan = が成り立つ。 

 

［解 説］ 

3 題とも数学的帰納法でクリアーに示せます。なお, (1)を参考にして(2)では三角不

等式を用いましたが, 漸化式では, 1999年に東大・理で利用して以来, 久々です。 


