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１                              問題のページへ 

(1) 2: xyA = ……①, baxyB +--= 2)(: ……②の交点は,  

baxx +--= 22 )( , 022 22 =-+- baaxx ………③ 

よって, 02)(24 222 ＞babaaD +-=--= のもとで, ③

の解が 21 , xx )( 21 xx ＞ より,  

axx =+ 21 , 
2

2
21

baxx -= ………④ 

条件より, 221 =- xx なので, 24)( 21
2

21 =-+ xxxx  

④より, 222 =+- ba , 422 =+- ba , 2
2
1 2 += ab ………⑤ 

(2) ),(P 2
11 xx , ),(Q 2

22 xx から, 直線 PQは, 傾きが 21
21

2
2

2
1 xx

xx
xx

+=
-
-

なので,  

))(( 121
2

1 xxxxxy -+=- , 2121 )( xxxxxy -+=  

④⑤より, 直線 PQは, 
4

4
2

22 --=--= aaxbaaxy ……⑥となる。 

ここで, 直線 PQ が通過する領域は, ⑥を a についての

方程式としてみたとき, 実数解をもつ条件として表される。 

444 2 +-= aaxy , 04442 =-+- yxaa  

よって, 0)44(44 2 ≧--= yxD から, 12 +xy≦  

この領域を図示すると, 右図の網点部となる。ただし, 

境界は領域に含む。 

(3) ④より, 22
2

2
1

2
21

2 )()(PQ xxxx -+-=  

   { }2
21

2
21 )(1)( xxxx ++-= )1)(2( 22 aba ++-=  

2PQ = より, 4)1)(2( 22 =++- aba , 
1

2
2
1

2
2

+
+=
a

ab ………⑦ 

ここで, PQ の中点の y 座標は, 
2

2)(
2

21
2

21
2

2
2

1 xxxxxx
y

-+
=

+
= であり, ④を

用いると, 
222

22 bbaay =--= となるので, ⑦より,  

4
3

4
1

4
12

4
1

1
1)1(

4
1

1
1

4
1

2
2

2
2 =--

+
++=

+
+= ≧

a
a

a
ay  

等号は
1

1)1(
4
1

2
2

+
=+
a

a のとき, すなわち 4)1( 22 =+a , 1±=a で成立する。 

よって, 線分 PQの中点の y座標の最小値は
4
3 である。 

［解 説］ 

有名な直線の通過領域の問題です。a の範囲に制限がないため, 実数解条件だけで

一件落着です。(3)は, 相加・相乗平均の関係を利用します。
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２                              問題のページへ 

(1) 
1

2
))((

211
2 +

=
-+

=
-

+
+ z

z
iziz

z
iziz

が実数より, 
1

2
1

2
22
+

=
+ z

z
z
z  

そこで, iz ±¹ のもとで,  

)1()1( 22
+=+ zzzz , 022 =-+- zzzzzz , 0))(1( 2 =-- zzz  

012 =-z のとき, 点 z は 1=z から原点中心で半径 1

の円を描く。また 0=- zz のとき, 点 z は zz = から実軸を

描く。 

これを図示すると, 点 z の描く図形 P は右図の太線部と

なる。ただし, 白丸の点は除く。 

(2) (1)より iz ±¹ なので, 
iz
izw

-
+= から 0¹w となり,  

izizw +=- )( , iwzw )1()1( +=-  

1=w では成立しないので, 1¹w のもとで, 
1
)1(

-
+

=
w

iw
z となる。 

(i)  zz = のとき 

1

)()1(
1
)1(

-

-+
=

-
+

w

iw
w

iw
, )1)(1()1)(1( +--=-+ wwww , 1=ww  

よって, 1=w より, 点 wは原点中心で半径 1の円を描く。 

(ii) 1=z のとき 

1
1
)1(

=
-
+

w
iw

, 1
1

1
=

-
×+

w
iw

, 11 -=+ ww  

よって, 点 wは 2点 1,1 - を結ぶ線分の垂直二等分線, す

なわち虚軸を描く。 

(i)(ii)より, 点 wの描く図形は右図の太線部である。ただし,  

白丸の点は除く。 

 

［解 説］ 
複素数平面上の図形についての基本的な問題です。 yixz += と設定しなくても, 

結論が導けます。 
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(1) 水の深さが hのときの水面の面積を )(hS とすると,  

hhhS pp == 2)()(  

さて, 
dt
dhhS

dt
dh

dh
dV

dt
dV )(=×= より,  

dt
dhh

dt
dV p= ………① 

条件より, h
dt
dV -= ………② 

①②より, h
dt
dhh -=p , 

hdt
dh

p
1-=  

(2) (1)より, 
p
1-=

dt
dhh となるので, 両辺を tで積分して,  

òò -= dtdt
dt
dhh

p
1 , òò -= dtdhh

p
1 , Cth +-=

p
1

3
2 2

3

 

ここで, 0=t のとき 1=h なので, 
3
2=C となり, 

3
21

3
2 2

3

+-= th
p

 

すると, Tt = のとき 0=h から, 0
3
21 =+- T

p
となり, 

3
2p=T である。 

 

［解 説］ 

久々に水の問題です。しかし, (2)については, 上のような解法が普通ですが, 現行

の数Ⅲでは, ちょっと無理でしょう。 
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(1) 2)8( =X となるのは, 8 回の移動のうち, 正の向きに 5 回, 負の向きに 3 回進ん

だときなので, その確率は ( ) ( )
32
7

2
1

2
1C

35
58 = である。 

(2) 正の向きに a 回, 負の向きに b 回進んだとき, kX =)7( となったとすると, 

7=+ ba , kba =- より, kは奇数となる。 

また, 正の向きに進む確率と負の向きに進む確率は同じなので, kX =)7( とな

る確率と kX -=)7( となる確率は等しい。 

(i)  1)7( =X のとき 正の向きに 4 回, 負の向きに 3 回進むと 1)7( =X となる

ことより, 1)7( =X の確率は ( ) ( )
64
352

2
1

2
1C

34
47 =´ となる。 

(ii) 3)7( =X のとき 正の向きに 5 回, 負の向きに 2 回進むと 3)7( =X となる

ことより, 3)7( =X の確率は ( ) ( )
64
212

2
1

2
1C

25
57 =´ となる。 

(iii) 5)7( =X のとき 正の向きに 6 回, 負の向きに 1 回進むと 5)7( =X となる

ことより, 5)7( =X の確率は ( ) ( )
64
72

2
1

2
1C

6
67 =´ となる。 

(iv) 7)7( =X のとき 正の向きに 7 回進むと 7)7( =X となることより , 

7)7( =X の確率は ( )
64
12

2
1 7

=´ となる。 

(i)～(iv)より, )7(X の期待値は, 
16
35

64
17

64
75

64
213

64
351 =´+´+´+´ である。 

(3) 1 回目が正の向きに進んだとき, 6 回目までの移

動で一度も O に戻っていない場合について, 横軸

に P の座標, 縦軸に移動回数, グラフの中の数字を

その点に到達したときの条件を満たす場合の数と

すると, 右図のようになる。 

すると, 6回目までの移動で一度も Oに戻ってい

ない場合は, 10145 =++ 通りある。 

また, 1 回目に負の向きに進んだときも同様とな

るので, 求める確率は, ( )
16
52

2
110

6
=´´ である。 

 

［解 説］ 

(3)は, 上のようなグラフを書いて場合の数を数えると, もれや重複が防げます。 
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５                              問題のページへ 

(1) まず, Bを中心に Aを
3
p だけ回転すると, 1AB = より, 点 A

の軌跡の長さは
33

1 pp =´ となる。次に, C を中心に A を
3
p だ

け回転すると, 32
3

sin1AC =´×= p より, 点 Aの軌跡の長さ

は pp
3
3

3
3 =´ となる。さらに, Dを中心に Aを

3
p だけ回転

すると, 2AD = より, 点 Aの軌跡の長さは pp
3
2

3
2 =´ となる。 

同様にして, E を中心に A を
3
p だけ回転すると点 A の軌跡の長さは p

3
3 , F を

中心に Aを
3
p だけ回転すると点 Aの軌跡の長さは

3
p となるので,  

pppppp )32(
3
2

33
3

3
2

3
3

3
)6( +=++++=L  

(2) 1BB = として, 右図のように頂点を設定すると, 求める

軌跡の長さは, 1B , 2B , …, 1B -n を中心として, A を
n
p2

だけ回転したときできる弧の長さの和となる。 

ここで, 11 -nk≦≦ のとき
n
k

k
p2AOB =Ð となるので, 

p≦kAOBÐ のときは
n
k

n
k

k
pp sin2

2
2sin12AB =×´= , p＞kAOBÐ のときは

( )
n
k

n
k

k
ppp sin222

2
1sin12AB =-×´= となり, 両者は一致するので,  

å
-

=
×=

1

1

2sin2)(
n

k nn
knL pp å

-

=
×=

1

1

sin14
n

k n
k

n
pp  

よって, [ ] 8cos14sin4)(lim
1

0

1

0
=-== ò¥®

xdxxnL
n

p
p

ppp  

 

［解 説］ 

大学入試の有名問題ですが, 中学入試の有名問題でもあります。おうぎ形や長方形

を転がしたとき, 頂点の軌跡の長さを求める問題をよく見ます。 
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