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１                              問題のページへ 

bxaxxx 2)( 23 ++=f より, baxxx 223)( 2 ++=¢f  

3 次関数 )( xf が 0＜x＜2 の範囲に極大値と極小値をもつ条件は, 2 次方程式

0)( =¢ xf が 0＜x＜2の範囲に異なる 2実数解をもつ条件に一致する。 

まず, 0)( =¢ xf の判別式 D＞0より, 062 ＞ba - , 2

6
1 ab＜ ………① 

)( xy f ¢= のグラフの軸が
3
ax -= より,  

2
3

0 ＜＜ a- , 06 ＜＜a- ………② 

また, 02)0( ＞b=¢f より, b＞0………③ 

02412)2( ＞ba ++=¢f より, 62 -- ab＞ ………④ 

①～④を満たす領域を図示すると, 右図の網点部とな

る。ただし, 境界は含まない。 

条件より, a, b は整数なので, この領域内の格子点が

求める a, bの値となる。 

よって, )1,3(),( -=ba である。 

 

［解 説］ 

①から④までの不等式は, 簡単に求められます。しかし, この不等式を a, b 平面上

に図示して, 領域内の格子点をさがす過程には時間がかかります。上の解ではその記

述を省略しましたが。 
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２                              問題のページへ 

(1) ÷
ø

ö
ç
è

æ=
dc

ba
A , ÷

ø

ö
ç
è

æ=
sr

qp
B とおくと,  

)()()( dscqbrapAB +++=f , )()()( sdrbqcpaBA +++=f  

よって, )()( BAAB ff =  

(2) QPPQP -= より, )()( QPPQP -= ff  

条件より, )()()( QPPQQPPQ fff -=-  

すると, (1)より 0)()( =- QPPQ ff なので, 0)( =Pf となる。 

(3) PQPQPP -= 22 より, (2)と同様にして,  

0)()()()()()( 22222 =-=-=-= QPQPPQPQPPQPQPP ffffff  

(4) ÷
ø

ö
ç
è

æ=
dc

ba
P , ÷

ø

ö
ç
è

æ=
10

01
E とおくと, ハミルトン・ケーリーの定理より,  

OEbcadPPP =-+- )()(2 f  

(2)より 0)( =Pf なので, OEbcadP =-+ )(2  

÷
ø

ö
ç
è

æ
-

-
-=--=

bcad

bcad
EbcadP

0

0
)(2  

(3)より 0)( 2 =Pf なので, 0)(2 =-- bcad , 0=- bcad  

以上より, ÷
ø

ö
ç
è

æ=
00

002P となる。 

 

［解 説］ 

行列のトレースについての問題です。(4)がメインですが, (1)から(3)までのていね

いな誘導にのれば, 論証の方向性が見えてきます。 
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３                              問題のページへ 

pq 20 ＜≦ として, 円 1)2( 22 =-+ yx 上の点を )2sin,cos( +qq とする。 

この点が, 放物線 2xy = を平行移動した放物線の頂点とす

ると, その方程式は,  

2sin)cos( 2 ++-= qqxy  

ここで, 接点を )2sin)cos(,( 2 ++- qqtt )0( ＞t とおく。 

すると, )cos(2 q-=¢ xy なので, 条件より,  

)cos(2
2sin)cos( 2

q
qq

-=
++-

t
t

t
 

)cos(22sin)cos( 2 qqq -=++- ttt  

まとめて, ( )
4

13
2
1sin3sinsin2sincos

2222 +--=++-=++= qqqqqt  

t＞0より, ( )
4

13
2
1sin

2
+--= qt  

1sin1 ≦≦ q- より, t が最大となるのは
2
1sin =q のとき, すなわち

6
pq = または

6
5pq = のときである。このとき頂点の座標は, ( ) ( )

2
5,

2
32

6
sin,

6
cos =+pp また

は ( ) ( )
2
5,

2
32

6
5sin,

6
5cos -=+pp となる。 

また, tが最小となるのは 1sin -=q のとき, すなわち
2

3pq = のときである。このと

き頂点の座標は, ( ) )1,0(2
2

3sin,
2

3cos =+pp となる。 

 

［解 説］ 

円周上の点をパラメータ表示して, 放物線の方程式を作りました。なお, 最大とな

る場合が 2つありましたが, 問題文を読んだときには見抜けませんでした。 
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４                              問題のページへ 

(1) baxex x --=)(f とおくと, aex x -=¢ )(f  

(i)  a＜0のとき 

¥-=--=
-¥®-¥®

)(lim)(lim baxex x

xx
f より, 0)( ≧xf は, すべての実数 xに対して

は成立しない。 

(ii) 0=a のとき 

bex x -=)(f より , すべての実数 x に対して 0)( ≧xf が成立する条件は , 

0≧b- すなわち b≦0である。 

(iii) a＞0のとき 

0)( =-=¢ aex xf の解は ax log= より, )( xf の増

減は右表のようになる。 

よって, すべての実数 x に対して 0)( ≧xf が成立

する条件は, 0)log( ≧af である。 

0loglog ≧baae a -- , )log1(loglog aaaaeb a -=-≦  

(i)(ii)(iii)より, 求める条件は, 0=a かつ b≦0, または a＞0かつ )log1( aab -≦  

(2) [ ] baebxxaedxbaxeI xx ---=--=--= ò 2
1

2
)(

1

0
21

0
 

(i)  0=a かつ b≦0のとき 

beI --= 1 より, 0=b のとき最小値 1-e をとる。 

(ii) a＞0かつ )log1( aab -≦ のとき 

1
2
3loglog

2
1

2
1 -+-=+------= eaaaaaaaebaeI ≧  

ここで, 1
2
3log)( -+-= eaaaag とおくと,  

2
1log

2
31log)( -=-+=¢ aaag  

右表より, ea = のとき最小値をとり,  

1)( --= eeeg  

すると, このとき ( )
22

11 eeb =-= であり, Iは最小値 1-- ee をとる。 

(i)(ii)より, ea = , 
2
eb = のとき, Iは最小値 1-- ee をとる。 

 

［解 説］ 
(2)の(ii)では, まず aを a＞0で固定し, bを )log1( aab -≦ の条件のもとで動かし

て最小となる場合を考え, 次にその状態で a を a＞0 で動かして最小値を求めていま

す。いわゆる 1文字固定という方法を利用しています。

x … alog  … 

)( xf ¢  － 0 ＋ 

)( xf     

a 0 … e  … 

)( ag ¢   － 0 ＋ 

)( ag      
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５                              問題のページへ 

(1) x, yを実数として, yixz += とおくと, ))((1 zziaz -+=- より,  

yiiayix 2)()(1 ×+=-- , ayiyyix 221 +-=+-  

よって, yx 21 -=- ……①, ayy 2= ……② 

②より, 0)12( =- ya  

0=y のとき, ①より 1=x となり, zは 1点だけを表すので不適である。 

よって, 0¹y より
2
1=a となり, このとき点 zは①で表される直線を描く。 

(2) 条件より, 1-= bb ……③, abb -= ……④ 

③より, 22 1-= bb , )1)(1( --= bbbb  

1=+ bb ………⑤ 

④より, 22 abb -= , ))(( ababbb --=  

0=-- baabaa ………⑥ 

⑤より bb -= 1 となり, ⑥に代入して 0)1( =--- baabaa  

0=+-- abaabaa , )1()( aabaa -=-  

a は実数でないので aa ¹ となり, 
aa

aa
b

-

-
=

)1(
………⑦ 

(3) (1)より, a=z として, ( ) )(
2
11 aaa -+=- i  

i+=
-
-

2
11

aa
a  

⑦を代入すると, i+=
2
1

a
b

となり, 一定の値をとる。 

 

［解 説］ 

特別な技巧は必要なく, 誘導に従って解いていくことができます。(2)では, 共役複

素数を利用した解法を考えなさいという出題者の意向が, 問題文から伝わってきます。 
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